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依赖延迟线性时滞系统的稳定性判据

朱 莹 1, 2 高其娜 1, 2 肖 扬 3

摘 要 由于独立延迟线性时滞 (Linear time-delay with indepen-

dent delays, LTD-ID)系统的稳定条件对系统参数有严格的限制,只有

极少数依赖延迟线性时滞 (LTD with dependent delays, LTD-DD)

系统可满足该稳定条件. LTD-ID 系统的特征多项式属拟多项式, 其根

为多重延迟的函数, 这使得 LTD-ID 系统的稳定性检验非常困难. 为解

决该问题, 基于二维域混合多项式, 本文提出 LTD-DD 系统的若干稳定

性判据. 应用例表明所提出的稳定性判据是简单的和有效的, 所提出的

定理 4 可解决现有 LMI 稳定性判据的保守性问题.
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Stability Criteria of Linear Time-delay
Systems with Dependent Delays
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Abstract This paper reveals that only fewer of the linear time-

delay (LTD) systems with dependent delays (LTD-DD systems)

can satisfy the stability condition for linear time-delay systems

with independent delays (LTD-ID systems), since there is a strict

limitation for the parameters of the LTD-DD systems. The char-

acteristic polynomials of LTD-DD systems belong to quasipoly-

nomials, and the roots of the quasipolynomials are the function

of the multiple delays, which make the stability test of LTD-

DD systems difficult. To solve the problem, based on 2-D hy-

brid polynomials, some stability criteria of LTD-DD systems are

proposed. Examples show that the proposed stability criteria

are simple and valid, and that the proposed theorem can solve

the conservatism problem of existing LMI stability testing algo-

rithms.
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时滞现象大量存在于航空、航天、工业过程控制等各种

工程中, 常常是导致系统不稳定或性能恶化的重要原因. 时

滞系统稳定性研究的主要目的是找到计算简单、切实有效的

或者低保守性的稳定性判据[1−13]. 线性时滞 (Linear time-

delay, LTD) 系统是一种无限维系统, 线性时滞系统可用具

有延迟的微分方程或微分方程组描述[1−12]. LTD 系统可分

为两类: 具有独立延迟的线性时滞系统 (Linear time-delay
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with independent delays, LTD-ID) 和具有依赖延迟的线性

时滞系统 (LTD with dependent delays, LTD-DD)[10−12],将

LTD-ID 系统稳定的充分必要条件作为 LTD-DD 系统稳定

条件是不切实际的, 因为该稳定条件要求 LTD-DD 系统状

态延迟为零到无穷大[10−11]. 在工程应用中, LTD-DD 系统

并无如此苛刻的延迟要求. 在应用中主要面对的是 LTD-DD

系统.

类似于多维系统[10], 线性时滞系统的特征根是复平面上

的连续曲线, 因此线性时滞系统又被视为无限维系统[7−12].

线性时滞系统稳定性分析的难点在于: 1) 线性时滞系统的特

征多项式为拟多项式,其特征根为无穷多个和非孤立的,难以

将线性时滞系统特征根分离为独立根[7−12]; 2)延迟参数空间

是多维的, 线性时滞系统的特征多项式的根为多维延迟的函

数. LTD-DD 系统的稳定性判据可归为两大类: 一类是基于

Lyapunov-Krasovskii 函数的 LMI 稳定性判据[1−6], 另一类

是基于系统特征多项式的稳定性判据[7−12]. 基于 Lyapunov-

Krasovskii 函数的 LMI 稳定性判据为稳定的充分条件[1−6],

一方面具有较大的保守性, 另一方面无法判断系统为不稳定

的情况, 无法发现文献 [13] 的定理 4 的问题. 文献 [7−12] 的

时滞系统特征多项式稳定条件为充分条件, 而作为时滞系统

特征多项式稳定的充要条件提出的文献 [13] 的定理 4 却只

是一必要条件.

本文首先将文献 [10] 的 LTD-ID 系统稳定的充分必要

条件推广为 LTD-DD 系统稳定的充分条件 (定理 2), 但是定

理 2 的稳定条件是非常保守的, 对 LTD-DD 系统参数有极为

严格的限制. 本文在二维 s-z 多项式稳定条件的基础上[7−10],

提出 LTD-DD 系统稳定的一个充分条件 (定理 3), 具有较小

的保守性. 本文提出的定理 4 为 LTD-DD 系统稳定的充分

必要条件, 可发现文献 [13] 定理 4 的存在的问题.

1 LTD-DD系统模型

LTD-DD 系统的状态空间模型可表示为

ẋxx(t) = A0xxx(t) +
∑

1≤k≤K

Akxxx(t− τk)+

∑

1≤k≤K

Bkuuu(t− τk)

yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t) (1)

其中, Ak, Bk, C 和D 分别是NA×NA, NA×NB , NA×NC

和 NA ×ND 维矩阵, k = 0, · · · , K, τk 是有限常数, uuu(t) 和

yyy(t) 分别是 LTD-DD 系统的 NB 维的输入信号向量和 NC

维的输出信号向量. 式 (1) 的 LTD-DD 系统特征多项式为

B(s) = det

[
sI −A0 −

∑

1≤k≤K

Ake−sτk

]
(2)

其中, I 是 NA ×NA 单位矩阵. 式 (2) 的特征多项式可展开

为

B(s) =
∑

0≤m≤NA

bm,0s
m +

∑

1≤k≤K

∑

0≤m≤NA

bm,ksme−sτk =

b0(s) +
∑

1≤k≤K

bk(s)e−sτk (3)

其中, 系数 bm,k 由矩阵 Ak 确定,

bk(s) =
∑

0≤m≤NA

bm,ksm, k = 0, 1, · · · , K (4)
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特征多项式 B(s) 是一拟多项式, 它是一整函数, 它的幂级数

对于所有复变量 s 值收敛. 理论上式 (3) 有无数个根, 但在

复平面任何有界区域内只包含有限个根.

定理 1[7−10]. 式 (1) 的 LTD-DD 系统零输入解渐近稳

定的充分必要条件是

B(s) = b0(s) +
∑

0≤k≤K

bk(s)e−sτk 6= 0, Re(s) ≥ 0 (5)

其中, τk ≥ 0, 是有限常数, bk(s) 由式 (4) 给出. 可将拟多项

式 (3) 表示为具有独立复变量 s 和 z 的二维多项式[7−11]

B(s) =
∑

0≤m≤NA

bm,0s
m +

∑

1≤k≤K

∑

0≤m≤NA

bm,ksmz−τk =

b0(s) +
∑

1≤k≤K

bk(s)z−τk (6)

其中, z = es.

定理 1 是 LTD-DD 系统零输入解渐近稳定的充分必

要条件, 但其检验非常困难: 因为特征多项式的特征根为连

续的和非孤立的, 难以将 LTD-DD 系统特征根分离为独立

根[7−10]; 延迟参数空间是多维的, τk ≥ 0, k = 1, · · · , K, 而

线性时滞系统的特征多项式的根为多维延迟的函数. 下节的

结果将解决定理 1 的检验问题.

2 LTD-DD系统稳定性判据

文献 [10]的定理 2对于 LTD-ID系统是稳定的充分必要

条件, 但对于 LTD-DD 系统则不然. 本文将其推广到 LTD-

DD 系统, 成为 LTD-DD 系统稳定的充分条件, 表述为如下

定理.

定理 2. 设拟多项式 (3) 中, τk ≥ 0 是有限常数, k =

1, · · · , K, 如果 1) b0(s) 稳定; 2)

|b0(jω)| >
∑

1≤k≤K

|bk(jω)|, ∀ω > 0 (7)

则拟多项式 (3) 稳定.

定理 2 的证明需要下列引理.

引理 1[7−9]. 设 bk(s) 由式 (4) 给出, 令 s = jω, 如果

1) 对于 Re(s) ≥ 0,

B(s, 0) = b0(s) 6= 0 (8)

2) 对于所有 ω ∈ R 和 |z| > 1

B(jω, z) = b0(jω) +
∑

1≤k≤K

bk(jω)z−τk 6= 0 (9)

则拟多项式 (3) 稳定.

证明. 由引理 1 的条件 1), 对于 Re(s) ≥ 0, B(s, 0) 6= 0

等价于 b0(s) 是稳定的, 因为 b0(s) = B(s, 0). 由引理 1 知

B(jω, z) = b0(jω) +
∑

1≤k≤K

bk(jω)z−τk 6= 0 (10)

令式 (10) 中 u = z−1, 对于任意 ω 有:

|b0(jω)| >
∑

1≤k≤K

|bk(jω)| ≥
∣∣∣∣

∑

1≤k≤K

bk(jω)z−τk

∣∣∣∣ (11)

根据式 (11) 与 Rouche 定理, 因为对于 |u| = 1,

|b0(jω)| >
∣∣∣∣

∑

1≤k≤K

bk(jω)zτk

∣∣∣∣ (12)

所以 b0(s) +
∑

1≤k≤K bk(s)uτk 具有与 b0(s) 在 |u| ≤ 1 内

有相同的零点. 但是 b0(s) 在 |u| ≤ 1 内没有零点, 所以

b0(s) +
∑

1≤k≤K bk(s)uτk 在 |u| ≤ 1 内亦无零点. ¤
由定理 2 可以得到下列推论.

推论 1. 如果拟多项式 B(s) 可分解为下列连乘积

B(s) =
∏

1≤k≤K

(s + ake−τks + bk)

这里, τk > 0, k = 1, · · · , K 为有限常数, 则拟多项式 B(s)

的稳定条件是 0 < ak < bk.

对于 LTD-DD 系统的稳定性, 定理 2 是一个非常保守的

稳定条件. 为了解决该问题, 本文进一步提出以下定理.

定理 3. 如果

1)

B(s, 1) = b0(s) +
∑

0≤k≤K

bk(s) 6= 0, Re(s) ≥ 0 (13)

2) 对于 ω ∈ [0, 2π] 和 |z| > 1,

B(s, ejω) = b0(s) +
∑

1≤k≤K

bk(s)e−jωτk 6= 0 (14)

则式 (3) 的拟多项式 B(s) 稳定.

证明. 反证法: 假设定理 3 的条件成立, 但拟多项式

B(s)存在 s1 使 b0(s1)+
∑

0≤k≤K bk(s1) = 0,对于Re(s1) ≥
0. 因为对于 Res ≥ 0, B(s, 1) 6= 0. 而式 (14) 中 B(s, ejω)

的根随 ω 连续变化, ω ∈ [0, 2π], 所以在 0 ≤ ω0 ≤ ω1, 存

在 ω0 及一个根 s0 = jω0 使 B(s0, e
jω0) = 0, 而这与式 (14)

矛盾. 因为如果 s0 = 0, 则 ejω = 1, (即 B(s0, 1) = 0).

或 s0 6= 0, 则 |ejω| = 1, (即 B(s0, e
jω0) = 0). 因此对于

Res ≥ 0 和 ω ∈ [0, 2π], B(s, ejω) 6= 0. 进而 B(s) = b0(s) +∑
0≤k≤K bk(s)e−sτk 在 Re(s) ≥ 0 无零点. ¤
定理 3 中 s 和 ω 是相互独立的, 对于给定 ω, 允许将式

(14) 中的 B(s, ejω) 视为复系数多项式. 利用传统的一维稳

定性检验算法对频率 ω 扫描[10], 可确定 B(s, ejω) 的稳定性.

定理 3 的保守性主要来自二维多项式的两变量 s 和 ω 是相

互独立的. 为进一步减小拟多项式 B(s) 稳定性判据的保守

性, 本文提出下列定理.

定理 4. 由式 (3) 设

H(ejω) =

b0(−jω) +
∑

1≤k≤K

bk(−jω)ejωτk

b0(−jω) +
∑

1≤k≤K

bk(−jω)
(15)

H(ejω) 的实部为 u(ω), 虚部为 v(ω), 有:

u(ω) = ReH(ejω), v(ω) = ImH(ejω) (16)

则拟多项式 B(s) 稳定的充分必要条件是

1)

B(s, 1) = b0(s) +
∑

0≤k≤K

bk(s) 6= 0, Re(s) ≥ 0 (17)

2) 对于 ω ∈ [0, 2π], 曲线 (u(ω), v(ω)) 不环绕原点也不

通过原点.

证明. 由式 (3) 和式 (17) 可构造一传递函数

H(s) =

b0(s) +
∑

1≤k≤K

bk(s)e−sτk

b0(s) +
∑

1≤k≤K

bk(s)
(18)
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令 z = e−s, 则 s 域的右半平面被映射到单位圆内, 由式 (18)

得

H(z) =

b0(−ln(z)) +
∑

1≤k≤K

bk(s)zτ
k

b0(−ln(z)) +
∑

1≤k≤K

bk(−ln(z))
(19)

由定理 4 的条件 1, B(s, 1) 为 Hurwitz 稳定, 所以式

(19) 中 H(z) 的分母多项式 B(z, 1) = b0(−ln(z)) +∑
1≤k≤K bk(−ln(z)) 无 z 域单位圆内的零点. 因为 z = e−s,

所以 H(z) 无 z 域单位圆内的零点等价于拟多项式 B(s) 无

s 域右半平面的根. 由幅角定理, 当 z 从单位圆周 |z| = 1 上

某一点 z0 出发, 沿 |z| = 1 正向绕行一周而回到 z0, lnH(z)

连续变化, 其实部从 ln|H(z)| 开始连续变化, 最终又回到

ln|H(z)|; 而其虚部能否回到原来的值取决于 H(z) 是否不存

在单位圆盘内的零点. 设 ϕ0 为 argH(z0) 在开始时的值, ϕ1

为其绕行单位圆周后的值, 于是得

∮

|z|=1

Ḣ(z)

H(z)
dz = ∆|z|=1|argH(z) = ϕ1 − ϕ0

因为 z 在单位圆周 |z| = 1 上, 有 z = ejω 和 ln(z) = jω, 代

入式 (19) 得到式 (16) 中的H(ejω). 根据定理 4 的条件 2, 曲

线 (u(ω), v(ω)) 不环绕与通过原点, 由幅角定理, 即H(z) 不

存在单位圆盘内的零点. 因为 ∆|z|=1|argH(z) = 0, 不存在

单位圆盘内的零点等价于拟多项式 B(s) 无 s 域右半平面的

根. ¤

3 应用例

为说明本文提出的定理如何应用, 考虑以下例子. 例 1

表明定理 2 是 LTD-DD 系统稳定的充分条件.

例 1. 下列拟多项式 B(s) 对应一个一阶 LTD-DD 系统

B(s) = s + ae−τs + b (20)

其中, a、b 和 τ 是常数. 确定 a 和 b 使式 (20) 的拟多项式

B(s) 稳定.

由定理 2, 有 b0(s) = s + b, b1(s) = a. 为满足定理 2 的

两个条件, b0(s) = s + b 稳定, 及 |b0(jω)| > |b1(jω)| = a, 需

要 0 < a < b, 该结果由推论 1 亦可得到.

定理 2 的稳定条件非常保守, 无法处理下列例子, 需要

使用定理 3.

例 2. 下列拟多项式 B(s) 对应一个二阶 LTD-DD 系统:

B(s) = (s + e−τs)2 + 1 (21)

确定该拟多项式的稳定延迟区间. 根据定理 3 的式 (13), 有:

B(s, 1) = (s + 1)2 + 1 (22)

由一维 Hurwitz 稳定性检验[10] 可知 B(s, 1) 为稳定. 根据定

理 3 的式 (14), 检验下列 2-D 多项式的稳定性,

B(s, ejω) = (s + e−jωτ )2 + 1 = 0, ω ∈ [0, 2π] (23)

对于 ω ∈ [0, 2π] 和 τ ∈ [0, 0.25], B(s, ejω) 的根实部最大值

曲面由图 1 所示, 满足定理 3 的条件 2. 这意味着式 (21) 的

拟多项式在 τ ∈ [0, 0.25] 区间稳定.

图 1 式 (23) 中 B(s, e(jω)) 的根实部最大值曲面

Fig. 1 The curve surface of maximum real part of roots of

B(s, e(jω))in (23)

下例取自文献 [13].

例 3. 设零输入 LTD-DD 系统为[13]

ẋxx(t) = A0xxx(t) +
∑

1≤k≤4

Akxxx(t− τk) (24)

其中

A0 =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−29.17 −56 −36.7 −10.1




A1 =




−1.55 1 0 0

−1 −0.3 0 0

0 0 −0.5 0

−0.7 0 −0.34 −0.6




A2 =




0 0 0 0

1 1.5 4 0

0 0 0 0

−0.33 0 0 1.1




A3 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−0.08 −0.7 0 −1




A4 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −3 0




, x(t) =




x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)




根据文献 [13], 选取 τ1 = 0.5, τ2 = 0.3, τ3 = 0.169,

τ4 = 0.26. 采用本文定理 4 检验该系统, 定理 4 的两个条件

均不满足: B(s, 1) = det

[
sI −A0 −

∑
1≤k≤4 Ake−sτk

]
存在

右半平面的根, λ1,2 = 0.5885± j4.3818; 对于 ω ∈ [0, 2π], 曲

线 (u(ω), v(ω)) 环绕原点, 如图 2 所示, 所以系统 (24) 不稳

定. 对系统 (24) 进行仿真, 求得该系统的状态响应如图 3 所

示. 因为系统 (24) 的状态响应趋于无穷, 所以该系统是不稳
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定的. 而文献 [13] 的定理 4 却判定该系统为稳定, 因此, 文献

[13] 的定理 4 存在问题.

图 2 式 (24) 系统的 H(e(jω)) 在 (u, v) 平面上的曲线

Fig. 2 The curve of H(e(jω)) in system (24) on (u, v) plane

图 3 式 (24) 零输入 LTD-DD 系统的状态响应
Fig. 3 The state response of zero-input LTD-DD system

in (24)

4 结论

本文提出 LTD-DD 系统稳定的两个充分条件: 定理 2 和

定理 3, 一个充要条件: 定理 4. 定理 4 可解决 2-D 稳定性判

据的保守性问题与现有 LMI 稳定性检验算法的保守性问题.

应用例说明基于本文提出稳定性判据的 LTD-DD 系统稳定

检验是简单的和有效的.
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