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就绪时间受限的负荷单机环境下返工工件重调度方法

郭艳东 1, 2 王 庆 1 黄 敏 1

摘 要 研究了返工工件的单机重调度问题. 在初始调度中初始工件带有不同的就绪时间, 优化目标为最小化初始工件等待

时间和; 重调度时在满足每个初始工件最大等待时间约束情况下安排返工工件的生产, 优化目标为最小化所有工件等待时间

和. 文中首先建立了 RRSM (Rescheduling for reworks on single machine) 问题模型, 并证明其为 NP 难问题. 然后, 提出并

证明了三个 RRSM 问题性质, 进而根据诸性质设计了求解 RRSM 问题的动态插入启发式 (Dynamic insert heuristic, DIH)

算法. 证明了应用 DIH 算法能在多项式时间内求得两种特殊 RRSM 问题的最优解. 最后, 分析了 DIH 算法解的特点, 给出

了最优解的判定方法, 并通过算例说明了 DIH 算法的有效性.
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Rescheduling with Release Time to Minimize Sum of Waiting Time

Considering Waiting Constraint of Original Loads

GUO Yan-Dong1, 2 WANG Qing1 HUANG Min1

Abstract In this paper, we consider the rescheduling problem to minimize the sum of waiting times of rework jobs and

the original loads with release time on a single machine, and the waiting time of each original load is constrained by a

value. The problem of rescheduling for reworks on a single machine (RRSM) is formulated and proved to be NP-hard. A

dynamic insert heuristic (DIH) algorithm of polynomial-time is designed and proved with three properties. With respect

to two special cases of the identical processing time of rework jobs or the machine without idle times in the original

schedule, the DIH algorithm can obtain an optimal solution. A discrimination condition is proved for the optimal solution

and effectiveness of the DIH algorithm is explained by cases with regard to general RRSM problems.
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调度问题一直以来成为理论研究和生产实践的热点,
目前已有大量相关的研究成果[1−6]. 精细化的管理
促使在生产的每一个环节都成为系统优化的研究对

象. 在生产实践中, 经常出现各种复杂情况干扰已经
安排好的调度 (称之为初始调度). 这时需对初始调
度进行适当地调整, 以便获得适应实际状况的最优
或者近优的新调度方案 (称之为重调度). 在生产中,
通常成品工件中会出现不合格工件, 但有一类不合
格工件可通过简单的加工处理修复为合格工件 (称
之为返工工件). 目前, 很多企业在制定最初生产计
划时, 不考虑可返工工件的生产调度或以成品率方
面加以考虑; 一是因为通常制定计划考虑的都是无
废品的理想情况, 即使有不合格工件也没考虑返工,
或者考虑返工也没上升到计划层面进行管理; 二是
在制定最初的生产计划时, 可返工工件的数量和返
工处理时间未知, 难以参与计划制定. 例如, 某石英
玻璃制品加工企业, 在检测环节经常有部分不合格
产品需要返回到车间的焊接工位进行返工处理, 通
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常经过简单处理即可达到合格要求. 然而, 由于工艺
的要求 (焊接前的零件需加温, 焊接工作必须在不低
于一定温度下操作), 到达焊接工位上需操作的正常
工件具有不同的就绪时间, 同时要求必须在一定时
间内开始加工, 即: 工件等待加工的时间有限制. 再
如, 半导体制造业的烧结工位也有此类特征. 在实际
生产中, 还有许多诸如此类特征的问题, 因此, 本文
对这一类当有可返工工件到达时, 在初始工件满足
就绪时间、工艺等约束条件下, 根据生产优化目标对
初始工件和返工工件进行重调度的单机问题进行研

究. 该研究无论是从环保、节约能源角度, 还是从降
低企业成本、提高企业利润的角度都十分有意义.
参照重调度优化问题定义框架[7], 本文研究的

问题属于信息确定环境下, 事件驱动策略的重调度
问题. 目前针对返工工件重调度问题的研究主要集
中在组批调度方面[8−10], 本文将从加工排序角度研
究返工工件的重调度问题. 而排序方面和本文研究
相关的文献也为数不多, 其中, Wu 等[11] 考虑了目

标为最小化完工时间和单中断的加工车间重调度问

题; Unal 等[12] 研究了单机环境下顺序依赖族、考虑

装设时间的重调度问题. Hall 等[13] 为本领域做了开

创性的工作, 他们研究了几种单机重调度问题, 考虑
的重调度约束包括: 初始工件的最大次序差异、次
序差异和、最长延迟时间、延迟时间和小于某一定

值, 优化目标考虑了最小化完工时间和最小化最大
完工时间, 同时也考虑了这些目标和打断花费组合
的情况, 并给出了相应问题的多项式时间算法或者
证明了其为 NP 难问题. 值得一提的是, 几乎所有的
研究问题都假设初始调度是最优调度且不存在机器

空闲. 进而 Hall 等[14] 又研究了单机环境下的多组

新工件打断的重调度问题, 提出了一个分支定界算
法, 解决了规模为 1 000 个工件的重调度问题.
基于 Hall 等的约束条件, Yuan 等[15] 研究了

单机环境下假设初始调度是以最小化最长等待时间

为目标的最优调度, 并且初始工件带有就绪时间的
重调度问题. 说明了约束条件为初始工件最长延迟
时间或延迟时间和小于某一定值, 目标为最小化最
大完工时间的重调度问题为 NP 难问题, 并在多项
式时间内解决了约束为初始工件最大延迟数小于某

一定值, 目标为最小化最大完工时间的重调度问题.
Yang 等[16] 研究了单机环境下新工件的处理时间视

为额外花费并反映为价格的情况, 该花费随着新工
件处理时间的恶化而增加. 借鉴 Hall 文献提到的
约束条件, 优化目标是通过重调度确定新工件的处
理时间, 以最小化总花费的凸组合. 他们在多项式
时间内解决了最小化工件完工时间和的重调度问题,
并说明了约束条件为延迟数或延迟时间和的重调度

问题为 NP 难问题, 提出了相应启发式算法. Zhao

等[17] 研究了 Yuan 等问题的变形问题, 针对初始工
件和新工件都考虑工件恶化, 即工件的处理时间依
赖于它们的开始时间, 越晚开始其处理时间越长. 约
束条件为最大位置或者延迟完工时间小于某一定值,
目标为最小化所有工件的完工时间和, 并提供了多
项式时间算法. Hoogeveen 等[18] 研究了单机环境

下新工件依赖族、不同族之间工件生产切换需要装

设时间的 5 种情况, 约束条件与 Hall 等的约束条件
相同, 优化目标是找到最小化最大完工时间和最小
化初始工件的最大延迟数的帕累托最优点. 在多项
式时间内解决了约束条件为最大延迟数、最长延迟

时间小于某一定值, 不同族装设时间相同的重调度
问题, 并证明了约束条件为最长延迟时间、延迟时
间和小于某一定值, 装设时间差异化的重调度问题
为 NP 难问题[18]. 以上文献没有就车间生产中返工
工件重调度这一类比较重要的问题进行研究, 而且
现有文献中的方法对解决本文问题亦不适用, 因此,
本文就RRSM (Rescheduling for reworks on single
machine) 问题展开研究.
综上所述, 本文根据生产调度实际调整需要, 抽

象出返工工件的单机重调度 (RRSM) 问题, 其特点
如下: 初始工件带有不同的就绪时间, 初始调度的优
化目标为最小化初始工件总等待时间, 在初始调度
执行之前, 有一组只需很短处理时间即可修复的返
工工件需要加工. 不失一般性, 如果已经有一部分初
始工件已经处理, 则把剩余未处理的工件看成是可
调整的初始工件, 组成初始调度. 返工工件的就绪时
间为 0, 返工工件类型和初始工件同族 (即不考虑装
设时间), 根据工艺要求初始工件在就绪之后必须在
一定的时间内进行处理. 重调度的优化目标为最小
化所有工件的总等待时间和.

1 问题描述

在单机环境下, 已知优化目标为最小化总等待
时间和的最优调度 π∗ 中, 包含一组就绪时间为 ri,
数量为 nO 的初始工件 JO = {jO

1 , · · · , jO
nO
}, 在调度

π∗ 执行前, 有一组数量为 nR, 就绪时间为 0 的返工
工件 JR = {jR

nO+1, · · · , jR
nO+nR

} 需要进行调度, 所
涉及的工件数为 n = nO + nR. 在满足初始工件最
长等待时间限值 K 的条件下, 获得优化目标为最小
化所有工件总等待时间和的重调度 σ. RRSM 问题
示意如图 1.

图 1 RRSM 问题

Fig. 1 RRSM problem
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1.1 符号定义和问题模型

本文所用符号定义如下: 上角标表示工件类型,
即 O 表示初始工件, R 表示返工工件, 没有标注则
表示包括所有初始工件和返工工件. [·] 表示工件在
调度中的顺序位置. (·) 内参数表示调度类型, 即 π∗

表示最优初始调度, σ 表示重调度; 例如:
∑

wi(σ)
表示重调度中所有工件的等待时间和, wO

i (σ) 表示
重调度中初始工件 jO

i 的等待时间. si 表示工件 ji

的开始时间, pO
i 表示初始工件 jO

i 的处理时间, pR
j

表示返工工件 jR
j 的处理时间, pR

max 则表示所有返

工工件中最大的处理时间.
∑

Fi(σ) 表示重调度中
所有工件的流水时间和,

∑
Ci(σ) 表示重调度中所

有工件的完成时间和
∑

Fi(σ) =
∑

Ci(σ) − ∑
ri.

而 wO
max(π

∗) 表示最优初始调度中所有初始工件中
最大的等待时间.

RRSM 问题模型:

min
∑

wi(σ), i ∈ J

s. t.

wO
i (σ) ≤ K, i ∈ JO (1)

si ≥ ri, i ∈ JO (2)

s[i] + p[i] ≤ s[i+1], [i] ∈ J (3)

约束 (1) 说明了每个初始工件的等待时间不超
过 K, 约束 (2) 保证初始工件都在就绪时间之后开
始加工, 约束 (3) 表示下一个工件只能在当前工件
加工完成之后再进行加工. 通过扩展 Graham 等调
度优化问题提出的 α|β|γ 三域表示法[19], RRSM 重
调度问题可描述为: 1|ri : wO

i (σ) ≤ K|∑wO
i (π∗) :∑

wj(σ), 并满足下列假设条件: 1) wO
max(π

∗) ≤ K;
2) 返工工件无等待时间限制, 就绪时间为 0; 3) 返
工工件的处理时间不大于初始工件的处理时间, 即
pR

max ≤ pO
min; 4) 不考虑工件装设时间.

1.2 问题复杂度分析

RRSM 重 调 度 问 题 1|ri : wO
i (σ) ≤

K|∑wO
i (π∗) :

∑
wj(σ) 属于典型的组合优化问

题. 下面证明其为 NP 难问题.
定理 1. 1|ri : wO

i (σ) ≤ K|∑wO
i (π∗) :∑

Cj(σ) 重调度问题为 NP 难问题.
证明. 证明可由一个已知的 NP 难问题— 奇偶

分割问题归约得到. 奇偶分割问题描述为: 一组正整
数 {a1, · · · , a2t}, 其中, ai ≥ ai+1, 1 ≤ i ≤ 2t− 1,
并且

∑2t

i=1 ai = 2A, 是否存在一个分割将下标集
S = {1, · · · , 2t} 分割成两个子集 S1 和 S2, 并且在
满足

∑
i∈S1

ai =
∑

i∈S2
ai = A 的条件下, 集合 S1

和 S2 分别包含下标为 2i− 1 或者 2i (i = 1, · · · , t)
的元素之一?

下面考虑 1|ri : wO
i (σ) ≤ K|∑wO

i (π∗) :∑
Cj(σ) 重调度问题的一个实例 1:

nO = 8t, nR = 2t

pO
i = 2Bd i

2 e + 2ai

ri =
i−1∑
j=0

(2Bd i
2 e + 2aj) +

i+8t−1∑
j=8t

(Bd j−8t
2 e + aj−8t),

i = 1, · · · , 2t

pO
i = 2Bt

ri = (i− 1)Bt +
t∑

j=1

(24(t− j) + 15)Bj+

2t∑
j=1

(12t− 6j)aj + 9A, i = 2t + 1, · · · , 8t

pR
i = Bd i−8t

2 e + ai−8t, i = 8t + 1, · · · , 10t

B = tA3, K = 0

C =
t∑

j=1

(60t− 24j + 15)Bj + (16t2 − 3t)Bt+

2t∑
j=1

(30t− 9j)aj + 9A

下面证明当且仅当奇偶分割问题有解时, 问题
实例 1 存在可行解.

(充分性) 初始调度为最优调度 π∗ , 根据实例 1
有:

r1 = 0, pO
1 = 2B + 2a1

r2 = 2B + 2a1 + B + a1

pO
2 = 2B + 2a2, · · · ,

r2t =
2t−1∑
j=0

(2Bd j
2 e + 2aj)+

10t−1∑
j=8t

(Bd j−8t
2 e + aj−8t)

pO
2t = 2Bt + 2a2t

r2t+1 =
t∑

j=1

(24(t− j) + 15)Bj+

2t∑
j=1

(12t− 6j)aj + 9A

pO
2t+1 = 2Bt, · · · , pO

8t = 2Bt

r8t = (8t− 1)Bt +
t∑

j=1

(24(t− j) + 15)Bj+
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2t∑
j=1

(12t− 6j)aj + 9A, · · ·

所有初始工件都在就绪时间开始处理, 并产生了 2t

个空闲时间, 分别是:

[2B + 2a1, 2B + 2a1 + B + a1], · · · ,

[2Bt + 2a2t,

t∑
j=1

(24(t− j) + 15)Bj+

2t∑
j=1

(12t− 6j)aj + 9A]

而 2t 个返工工件的就绪时间为 0, 处理时间为
pR

8t+1 = B+a1, p
R
8t+2 = B+a2, · · · , pR

10t = Bt+a2t,
由实例 1 的已知条件K = 0, 在得到的重调度中, 初
始工件的开始时间保持不变, 而且都在奇数位置上
被调度. 而 2t 个返工工件恰好在每个初始工件之后

的空闲时间里进行处理, 即都在偶数位置上被调度.
计算前 4 个位置的工件完成时间和为

(2B + 2a1) + (3B + 3a1)+

(4B + 3a1 + a2) + (6B + 3a1 + 3a2) =

15B + 11a1 + 4a2 =

15B +
21a1

2
+

9a2

2
+

a1 − a2

2
(4)

类似地得到:
∑

Ci(σ) =
t∑

j=1

(60t− 24j + 15)Bj + (16t2 − 3t)Bt+

2t∑
j=1

(
30t− 6j +

9
2

)
aj +

∑
i∈S1

ai

2
−

∑
i∈S2

ai

2

(5)

因为奇偶分割有解, 即
∑

i∈S1
ai =

∑
i∈S2

ai = A, 所
以

∑
Ci(σ)=C.

(必要性) 考虑一个满足条件的可行调度, 初始
工件都在就绪时间开始处理, 即得到最优调度, 满足
K = 0, 所以重调度中初始工件开始时间不变, 并且
在奇数位置上被调度. 所有的返工工件只能插入初
始调度的机器空闲当中, 或者安排在最后一个初始
工件之后进行调度. 根据实例 1, 初始调度中初始工
件共产生了 2t 个机器空闲. 若有一个返工工件在最
后一个初始工件之后调度, 则借助类似式 (4) 和 (5)
的计算, 可以得到

∑
Ci(σ) 都一定大于 C, 所以返

工工件一定在各机器空闲进行加工, 即安排在偶数

位置上, 并且没有机器空闲, 计算得到:
∑

Ci(σ) =
t∑

j=1

(60t− 24j + 15)Bj + (16t2 − 3t)Bt+

2t∑
j=1

(30t− 9j)aj +
9
2

2t∑
j=1

aj+

∑
i∈S1

ai

2
−

∑
i∈S2

ai

2
= C =

t∑
j=1

(60t− 24j + 15)Bj + (16t2 − 3t)Bt+

2t∑
j=1

(30t− 9j)aj + 9A (6)

即得到
∑

i∈S1
ai =

∑
i∈S2

ai = A, 因此奇偶问题有
解. ¤
定理 2. 1|ri : wO

i (σ) ≤ K|∑wO
i (π∗) :∑

wj(σ) 重调度问题为 NP 难问题.
证明. 因

∑
Ci(σ) =

∑
wi(σ) +

∑
pi =∑

Fi(σ)+
∑

ri, i = 1, · · · , n, 其中,
∑

pi 与∑
ri 均为已知定值, 故优化目标为最小化∑
Ci(σ)、

∑
wi(σ)、

∑
Fi(σ) 的三个 RRSM 问题

为等价问题. 定理 2 得证. ¤
目前, 针对单机调度问题 1|rj|

∑
wj 已有大量

研究, 假设根据现有算法[20−22] 已得到最优初始调

度. 本文重点研究 RRSM 问题: 1|ri : wO
i (σ) ≤

K|∑wO
i (π∗) :

∑
wj(σ) 及其求解算法.

2 RRSM问题性质

求 解 RRSM 问 题: 1|ri : wO
i (σ) ≤

K|∑wO
i (π∗) :

∑
wj(σ), 需要考虑: 1) 确定初始

调度中可以插入返工工件的位置, 确定插入返工工
件的方法; 2) 将由于插入返工工件而导致开始时间
改变的初始工件调整为最优排序. 通过问题分析, 可
得到并证明如下问题性质.
性质 1. 最优重调度中, 如果存在返工工件紧接

着某个初始工件之后, 则该返工工件的处理时间一
定大于该初始工件在重调度后仍可延迟的最大时间.
证明. 反证法: 设在最优重调度 σ∗ 中, 存

在一个返工工件 jR
d 紧接着初始工件 jO

d 被调度,
且 pR

d ≤ ∆O
b . 交换 jR

d 与 jO
d 的位置初始工件

仍然满足 wO
b (σ∗) ≤ K, 得到另一可行调度 σ′,

且
∑

wj(σ′) =
∑

wj(σ∗) + pR
d − pO

d , 由第 1.1
节中问题假设条件 (3) 可知 pR

max ≤ pO
min, 因此,∑

wj(σ′) ≤
∑

wj(σ∗), 故与 σ∗ 为最优调度矛盾,
得证. ¤
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在重调度中, 返工工件的插入很可能需要调整
部分初始工件的开始时间, 使相关初始工件相对于
初始调度而被延迟开工, 导致部分初始工件的排序
失去了最优性. 不失一般性, 以在初始调度中一次
插入返工工件为例, 设该次插入一个或多个返工工
件, 其处理时间和为 a, 多次插入情况类似, 可以得
出下面性质. 其中, ψ 表示当前机器的最早可用时

间; Ri{ψ} = max{ψ, ri} 表示初始工件 jO
i 最早可

以开始加工的时间.
性质 2. RRSM 重调度问题 1|ri : wO

i (σ) ≤
K|∑wO

i (π∗) :
∑

wj(σ), 插入一次 (一组) 处理时
间和为 a 的返工工件. 为保持插入后调度的最优化,
需将满足 sO

i−1(π
∗) < ri < sO

i−1(π
∗) + a 条件的初始

工件开工顺序调整为最优.
证明. 因初始调度为最优调度 π∗, 根据

Chu[20] 的性质 1 知 Ri{ψ(π∗)} < Ri+1{ψ(π∗)}, 或
者 PRTF{i, ψ(π∗)} ≤ PRTF{i + 1, ψ(π∗)}, 其中,
PRTF (Priority rule for total flow time)定义为:工
件 ji 在时间 ψ 的优先级度量函数, PRTF{ji, ψ} =
2Ri{ψ} + pi. 因为 ψ(σ) = ψ(π∗) + a ≥ ψ(π∗),
所以初始调度中的初始工件可以分成三种情况考

虑. 第一种情况为初始工件满足 ri < ψ(π∗), 即
Ri{ψ(π∗)} = ψ(π∗). 因为初始调度是最优调度,
所以工件遵循最短生产时间 (Shortest processing
time, SPT) 顺序, 而 ψ(σ) = ψ(π∗) + a 该部分

工件排序不受影响, 所以仍保持最优性. 第二种
情况为初始工件满足 ri > ψ(σ), 即 Ri{ψ(σ)} =
Ri{ψ(π∗)} = ri. 该部分初始工件排序也保持最
优性. 只有第三种情况: 满足 ψ(π∗) < ri < ψ(σ)
的初始工件排序在重调度中可能失去最优性. 而
ψ(σ) = ψ(π∗) + a, 因此, 只要将满足 ψ(π∗) < ri <

ψ(π∗) + a, 即 sO
i−1(π

∗) ≤ ri ≤ sO
i−1(π

∗) + a 的初始

工件的排序调整到最优, 即可获得重调度中初始工
件的最优调度. ¤

性质 3. 插入返工工件之后, 为保证重调度最优
性而调整的子调度中的工件之间没有机器空闲.
证明. 因插入的返工工件的就绪时间为 0, 故在

返工工件前一定没有机器空闲, 机器空闲只能出现
在初始工件之前, 根据性质 2 在插入返工工件之后
只有满足 ψ(π∗) ≤ ri ≤ ψ(σ) 条件的初始工件的排
序需要调整, 因此, 需要调整的子调度中工件之间没
有机器空闲. ¤

3 DIH算法

基于上述 RRSM 问题的性质, 设计动态插入调
整 (Dynamic insert heuristic, DIH) 算法, 其基本

思路如下: 1) 将返工工件按照处理时间的非降序排
序; 2) 从初始调度第一个空闲开始, 整合该空闲和
空闲之前的初始工件可以延迟的最长时间, 在初始
工件前尽可能多地依次插入已排好序的返工工件,
根据最优条件对被延迟的初始工件中符合性质 2 的
初始工件进行调整, 确定包含被插入的返工工件及
不符合延迟条件的初始工件的子调度; 3) 以此类推,
如果确定的子调度已包含了所有的返工工件, 则剩
余没被确定的初始工件保持初始调度中的排序不变,
如果确定的子调度已包含所有的初始工件, 但仍有
返工工件没有被调度, 则将剩余的返工工件依次追
加到已经确定的子调度之后进行调度. α|β 表示子
调度 β 紧接着子调度 α 后执行的调度. ∆O

i 表示初

始工件 jO
i 可以延迟的最长时间. Ii 表示工件 jO

i 之

前的机器空闲时间, J̃O
B 表示下一阶段仍能继续延迟

的初始工作集. 图 2 是 DIH 算法的流程图.
不失一般性, 为方便陈述, 假设 JR 中的返工工

件顺序符合 SPT 规则, 记为调度 ω, 即: pR
nO+1 ≤

pR
nO+2 ≤ · · · ≤ pR

nO+nR
.

DIH 算法的具体步骤如下:
设初始值 σ = ∅, i = 1, q = 1, t = 1, Ĩ = I[1],

J̃O
B = ∅, 按下列步骤执行:
步骤 1. 如果 π∗ 6= ∅, 并且 ω 6= ∅, 转步骤 1.1;

如果 π∗ 6= ∅, ω = ∅, 则 σ = σ|π∗, 算法结束. 如果
π∗ = ∅, ω 6= ∅, σ = σ|ω.

步骤 1.1. 如果 CO
[i−1](π

∗) < s[i](π∗) 且 sO
[i](π

∗)
= r[i], 则计算 ∆O

min(π
∗) = minq=1,··· ,i−1{∆O

[q](π
∗)},

∆ = min{∆O
min(π

∗), r[i] − CO
[i−1](π

∗)}. 选择初

始工件 jO
[m], m = arg maxi=1,··· ,nO

{∆O
[i](π

∗) =
∆O

min(π
∗)}, J̃O = {jO

[1](π
∗), · · · , jO

[m](π
∗)}, 转步骤

1.2; 否则 i = i + 1; 如果 i ≤ nO −m, 则转步骤 1;
如果 i > nO − m, 则令 ∆ = ∆O

min(π
∗), 并转步骤

1.2.
步骤 1.2. 令 Pl =

∑l

j=1 pR
[j], jj ∈ ω, 如果

∃Pl ≤ ∆ + Ĩ, Pl+1 > ∆ + Ĩ, 确定返工工件集 J̃R =
{jR

1 (ω), · · · , jR
l (ω)}, ω = ω − J̃R; 如果 J̃R = ∅,

当 ∆ = ∆O
min(π

∗) 时, σ = σ|J̃O, π∗ = π∗ − J̃O,
Ĩ = r[i] − CO

[i−1](π
∗); 当 ∆ = r[i] − CO

[i−1](π
∗)

时, σ = σ, 更新 π∗ 中工件的所有开始时间, 使
jO
1 (π∗) 的开始时间等于 sO

1 (π∗) = sO
1 (π∗) + ∆,

Ĩ = Ĩ + ∆, 转步骤 1; 否则, J̃R 6= ∅, 则更新 π∗

中工件的所有开始时间, 使 jO
1 (π∗) 的开始时间等于

sO
1 (π∗) = max{sO

1 (π∗) + Pl − Ĩ , sO
1 (π∗)}, 转步骤 2.

步骤 2. 当 q > m 时, 转步骤 2.1; 当 q ≤ m 时,
如果 r[q] < sO

[q−1](π
∗) 或者 r[q] > sO

[q−1](π
∗) + Pl, 则

q = q + 1 , 转步骤 2; 否则执行步骤 2.2.



12期 郭艳东等: 就绪时间受限的负荷单机环境下返工工件重调度方法 2105

图 2 DIH 算法流程图

Fig. 2 Flow chart of DIH algorithm
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步骤 2.1. 如果 ∆O
[m](π

∗) ≥ pR
[1](ω), J̃O

B =
J̃O

B

⋃{jO
[m]}, m = m− 1, 当m > 0, 转步骤 2.1; 当

m ≤ 0, σ = σ|J̃R|(J̃O− J̃O
B ), π∗ = π∗− (J̃O− J̃O

B ),
转步骤 1.
步骤 2.2. 如果 pO

[q+t] < pO
[q], wO

[q](π
∗)+ pO

[q+t] ≤
K, r[q+t] ≤ sO

[q+t−1](π
∗) + Pl, 则更新 J̃O, 使 jO

[q] =
jO
[q+t], jO

[q+t] = jO
[q], t = t + 1; 否则, t = t + 1. 如果

q + t ≤ m, 转步骤 2.2; 否则 q = q + 1, 转步骤 2.
DIH 算法的复杂度:
步骤 1 的时间复杂度为 O(nOnR), 步骤 1.1 的

时间复杂度为 O(2nO), 步骤 1.2 的时间复杂度为
O(2nR+nO),步骤 2.1的时间复杂度为O(n2

O+nO),
步骤 2.2 的时间复杂度为 O(2nO + nR) ; DIH 算法
整体时间复杂度为: O(n3

OnR + 6n2
OnR + 3nOn2

R).

4 DIH算法应用及有效性

本节对 DIH 算法应用于 RRSM 重调度问题的
有效性, 从特殊问题和一般性问题两方面进行分析.

4.1 两种特殊RRSM问题

在此讨论两种特殊的 RRSM 问题: 一种是返工
工件具有相同的处理时间; 另一种是初始调度中没
有机器空闲时间. 下面通过两个定理说明 DIH 算法
求解这两种特殊 RRSM 问题的有效性.
定理 3. DIH 算法能够在多项式时间内求得

1|ri : wO
i (σ) ≤ K, pR

i = b|∑wO
i (π∗) :

∑
wj(σ) 重

调度问题的最优解.
证明. 因返工工件的初始时间 pR

i = b, rR
i = 0,

故返工工件之间不必考虑排序问题. 又因问题假设
条件 pR

max ≤ pO
min, 故若证明该定理命题, 只需证明

在满足约束条件下, 将返工工件尽可能多地插入初
始调度后, 并保持初始工件排序的最优性即可. 下面
用数学归纳法证明.
先验证 DIH 算法进行 1 次循环得到重调度 σ1

的最优性, 根据 DIH 算法可分 2 种情况讨论.
1) 在满足约束条件下, 没有一个返工工件能插

入初始调度进行加工. 因此, 得到的重调度 σ1 中的

初始工件排序保持与初始调度一致, 又因已知初始
调度 π∗ 为最优调度, 故仍保持初始工件的最优排
序, 即得到最优重调度 σ∗1 .

2) 部分返工工件在第一个初始工件前调度.
DIH 算法步骤 2 对第一个空闲结束时间之前所
包含的 m 个初始工件中, 满足 CO

q−1(π
∗) ≤ rq ≤

CO
q−1(π

∗) +
∑

pR
i , q ≤ m 条件的初始工件排序进

行检验、调整. 根据性质 2 知只需证明此时重调度
中, 前 m 个初始工件的排序为最优子调度即可. 因
为被调整的初始工件满足 rq < rq+1 < ψ(σ1), 所

以:

PRTF{q, ψ(σ1)} =

2Rq{ψ(σ1)}+ pO
q = 2ψ(σ1) + pO

q

PRTF{q+1, ψ(σ1)}=

2Rq+1{ψ(σ1)}+pO
q+1 =2ψ(σ1)+pO

q+1

又因 pq+1 < pq, 所以 PRTF{q + 1, ψ(σ1)} <

PRTF{q + 1, ψ(σ1)}. 根据 Chu[20] 的定理 1 可知,
在重调度中初始工件 jO

q+1 一定安排在工件 jO
q 之前.

再根据性质 3 知重调度中前 m 个初始工件之间一

定没有机器空闲, 所以根据 Chu[20] 的定理 13 可知,
σ1 中前 m 个初始工件的顺序为此时重调度中的最

优子调度, 所以保证了此时初始工件排序的最优性,
即得到最优重调度 σ∗1 .
假设 DIH 算法进行 h 次循环, 得到最优重调度

σ∗h. 对 DIH 算法中进行 h + 1 次循环, 得到重调度
σh+1 的最优性证明, 可分 2 种情况.

1) σh+1 = σ∗h|J̃R
h+1. 因为第 h 次循环得到的重

调度 σ∗h 为最优调度, 因此, 在重调度 σh+1 中, 所有
初始工件的开始时间与 σ∗h 相同, 即得到最优重调度
σ∗h+1.

2) σh+1 = σ∗h|J̃R
h+1|J̃O

h+1. 根据 DIH 算法, σ∗h
中不能再插入 J̃R

h+1 中任何一个返工工件,且 pR
max ≤

pO
min, 所以与第 1) 种情况相同, σh+1 = σ∗h|J̃R

h+1 为

最优子调度. 只需证明 J̃O
h+1 中初始工件顺序为最优

的即可, 证明过程与证明第 1 次循环最优性的第 2)
种情况相同. 因此, 得到初始工件的最优排序, 即得
到最优重调度 σ∗h+1.

综上所述, 对一切 h (h ≥ 1) 次循环均得到最优
重调度 σ∗h, 所以定理 3 成立. ¤
定理 4. DIH 算法能够在多项式时间内求得

1|ri, I(π∗) = 0 : wO
i (σ) ≤ K|∑wO

i (π∗) :
∑

wj(σ)
重调度问题的最优解.
证明. 该命题分为 2 种情况进行证明.
1) 所有返工工件只能追加到初始调度之后进行

调度.∑
wi(σ) =

∑
wO

i (σ) +
∑

wR
i (σ),

∑
wO

i (σ) =∑
wO

i (π∗), 因为初始调度为最优调度 π∗, 所以等
式右侧第一项为最优值; 又根据算法可知, 返工工
件按照 SPT 规则进行调度, 且返工工件就绪时间
为 0, 所以第二项也为最优值, 故

∑
wi(σ) 为最优

解.
2) 所有返工工件都插入到初始调度之中进行调

度.
用反证法证明, 假设将 DIH 算法得到的调度 σ

中任意前后衔接的两个返工工件 j[d] 与 j[d′ ] 交换顺

序, d′ = d + 1, 得到最优调度 σ′.
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a) 如果 j[d] 与 j[d′ ] 均为返工工件, 因初始调度
没有机器空闲, 返工工件的就绪时间为 0, 所以, 交
换前重调度 σ 的目标值为
∑

wi(σ) =
∑

w[j](σ) + w[d] + w[d′] =
∑

w[j](σ) + 2C[d−1] + p[d],

i ∈ {1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · , n} \ {d, d′}
交换 j[d] 与 j[d′] 后得到重调度 σ′ 的目标值为
∑

wi(σ′) =
∑

w[j](σ) + w[d′] + w[d] =
∑

w[j](σ) + 2C[d−1] + p[d],

i ∈ {1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · , n} \ {d, d′}
由于算法是按照返工工件的 SPT 顺序插入的,

所以 p[d] ≤ p[d′], 所以
∑

wi(σ) ≤ ∑
wi(σ′), 与 σ

′

是最优调度矛盾.
b) 如果 j[d] 与 j[d′ ] 均为初始工件, 若根据算法

可知 PRTF(C[d−1], r[d]) ≤ PRTF(C[d−1], r[d′ ]), 即
2max(C[d−1], r[d])+p[d] ≤ 2max(C[d−1], r[d′ ])+p[d′ ],
因初始调度没有空闲调度, 所以 r[d] ≤ C[d−1]. 当满
足 r[d′ ] ≤ C[d−1] 时, 有 p[d] ≤ p[d′ ], 与 a) 均为返工
工件情况相同. 当 r[d′ ] > C[d−1] 时,

∑
wi(σ′) ≥∑

w[j](σ) + 2C[d−1] + p[d′ ] + 2(r[d′ ] − C[d−1]) ≥∑
w[j](σ) + 2C[d−1] + p[d′ ] + 2r[d′ ] − 2C[d−1], 其

中: i ∈ {1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · , n} \ {d, d
′},

根据算法可知 2C[d−1] + p[d] ≤ 2r[d′ ] + p[d′ ], 即
2r[d′ ] + p[d′ ] − 2C[d−1] ≥ p[d], 导致

∑
wi(σ′) ≥∑

[j](σ) + 2C[d−1] + p[d] ≥
∑

wi(σ) 与 σ′ 是最优
调度矛盾.

c) 如果 j[d] 为返工工件, j[d′ ] 为初始工件,
有

∑
wi(σ′) ≥

∑
w[j](σ) + 2C[d−1] + p[d′ ] 根据问

题假设条件 pR
max ≤ pO

min, 有 p[d] ≤ p[d′ ], 导致∑
wi(σ) ≤ ∑

wi(σ′), 与 σ′ 是最优调度矛盾.
d) 如果 j[d] 为初始工件, j[d′ ] 为返工工件, 根据

算法可知 w[d](σ′) = w[d](σ) + p[d′ ] > K, 则 σ′ 为不
可行解.
综 上, DIH 算 法 求 得 的 重 调 度 σ 为

1|ri, I(π∗) = 0 : wO
i (σ) ≤ K|∑wO

i (π∗) :
∑

wj(σ)
问题的最优解. ¤
4.2 一般的RRSM问题

针对一般的RRSM问题, DIH算法同样具有很
好的求解效果. 本节先根据 DIH 算法得到解的特征,
给出最优解的判定定理; 然后, 用 RRSM 问题算例
1 说明该判定定理; 最后, 给出一般的 RRSM 问题

算例 2, 详细描述 DIH 算法的流程, 并针对实际问
题加以说明.

定理 5. 应用 DIH 算法求解 1|ri : wO
i (σ) ≤

K|∑wO
i (π∗) :

∑
wj(σ) 问题, 如果得到的重调度

σ 中, 最后一个返工工件前没有任何机器空闲, 则得
到的重调度为 RRSM 问题的最优重调度 σ∗.
证明. 如果 DIH 算法得到的重调度 σ 中, 最后

一个返工工件前没有机器空闲, 则从第一个工件开
始连续调度没有机器空闲的所有工件组成的子调度

为最优调度. 证明过程与定理 4 的第 2) 种情况相同.
其余工件必均为初始工件, 且其首个初始工件之前
有空闲时间说明从该初始工件起之后, 所有的初始
工件没有受到插入的返工工件的影响, 子调度仍然
与 π∗ 中相同, 因此 σ = σ∗. ¤

RRSM 问题算例 1.
下面以具有如下特征的一类 RRSM 问题为例,

说明 DIH 算法得到的解为最优解:

pO
1 = pO

2 = pO
4 = X, pO

3 = X + x

rO
1 = 0, rO

2 = X − ε1, r
O
3 = 2X + x, rO

4 = 3X + 3x

π∗ = {jO
1 , jO

2 , jO
3 , jO

4 }
pR

1 = x, pR
2 = x− ε2

K = x, X > x, ∀εi > 0, i = 1, 2, ε1 ≤ ε2

图 3 中, π∗ 表示已知的初始最优调度, σ 表

示 DIH 算法获得的重调度. 重调度过程中, 首先,
将返工工件按 SPT 规则排序为 {jR

2 , jR
1 }; 然后, 计

算 jO
1 , jO

2 可以延后加工的最大时间为 x − ε1, 因
为 ε1 ≤ ε2, 得 x − ε2 ≤ x − ε1, 所以 jR

2 可以插

入到 jO
1 之前进行调度; 再计算 jO

3 可以延后加工

的最大时间为 x, 加上 jO
3 之前剩余的空闲时间 ε2,

得 x + ε2 > x, 所以可以将 jR
1 插入到 jO

3 进行调

度, 因此, 得到重调度 σ = {jR
2 , jO

1 , jO
2 , jR

1 , jO
3 , jO

4 },∑
wj(σ) = 2X +4x+ ε1− 4ε2. 同时根据定理 5 的

判定条件可以确定 σ = σ∗,
∑

wj(σ) =
∑

wj(σ∗),
即 DIH 算法得到了 RRSM 问题算例的最优解.

RRSM问题算例 2.
下面用一个一般的 RRSM 问题的算例来详细

阐述 DIH 算法的调度机制.
已知K = 8,
π∗ = {jO

1 , jO
2 , jO

3 , jO
4 , jO

5 , jO
6 , jO

7 , jO
8 , jO

9 , jO
10}

ω = {jR
1 , jR

2 , jR
3 , jR

4 , jR
5 , jR

6 , jR
7 }

表 1 是初始工件和返工工件的具体数据.
表 1 RRSM 问题算例 2

Table 1 Case 2 of RRSM problem

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pO
i 10 7 7 6 6 6 9 10 9 16

ri 0 7 20 22 28 33 51 52 78 79

pR
i 1 2 2 3 4 5 6

如图 4 (a) 中已知 π∗ 和 ω, σ = ∅. 第 1 步
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先找到 π∗ 中第一个机器空闲之前的初始工件集
J̃O, 通过计算 ∆O

min(π
∗) = ∆O

[2](π
∗) = 5, 因此, 在

π∗ 前最多可以插入的返工工件的总处理时间不大于
∆=min{∆O

[2](π
∗), r[3]−CO

[2](π
∗)}=r[3]−CO

[2](π
∗)=3.

因此, 在图 4 (b) 中 J̃R = {jR
1 , jR

2 } 被调度.
因为 r[2] = r2 = 7, sO

[1](π
∗) = 0, Pl = 3,

r[2] > sO
[1](π

∗) + Pl, 所以 jO
1 , jO

2 顺序不变. 但
jO
1 , jO

2 仍然可以延迟, 所以第 2 步 π∗ 中第一个
机器空闲之前的初始工件集 J̃O = {jO

1 , · · · , jO
6 }.

通过计算 ∆O
min(π

∗) = ∆O
[2](π

∗) = 2, 而在 π∗ 前
最多可以插入的返工工件的总处理时间不大于

∆ = min{∆O
[2](π

∗), r[7] − CO
[6](π

∗)} = ∆O
[2](π

∗) = 2.
因此, 在图 4 (c) 中 J̃R = {jR

3 } 被调度, jO
1 , jO

2

被调度. 第 3 步 π∗ 中第一个机器空闲之前的初始工
件集 J̃O 中, ∆O

min(π
∗) = ∆O

[6](π
∗) = 0, 因此, 在这

一步不能调度任何返工工件.
在图 4 (d) 中, r[2] = r4 = 22, sO

[1](π
∗) =

sO
3 (π∗) = 20, Pl = 5, 所以 sO

[1](π
∗) ≤ r[2] ≤

sO
[1](π

∗) + Pl, 同时又满足 pO
4 < pO

3 , w3(π∗) + pO
4 ≤

K, r4 ≤ sO
3 (π∗) + Pl, 因此, 需要交换 jO

3 和 jO
4 的

位置,其他初始工件不满足交换条件,所以 jO
5 , jO

6 保

持原顺序被调度. 接着进行第 4 步, π∗ 中第一个机
器空闲之前的初始工件集 J̃O 中, 虽然 ∆O

min(π
∗) =

∆O
8 (π∗) = 0, ∆ = 0, 但是 Ĩ = r7−CO

6 (π∗) = 4, 因
此, π∗ 前可以插入总处理时间不大于 ∆ + Ĩ = 4 的
返工工件.
因此, 在图 4 (e) 中 J̃R = {jR

4 } 被调度,
jO
4 , jO

3 , jO
7 和 jO

8 被调度. 第 5 步与第 4 步情况类
似.
因此, 在图 4 (f) 中 J̃R = {jR

5 } 被调度, jO
9 和

jO
10 被调度, 至此所有初始工件均被调度, 即 π∗ = ∅.
但仍有返工工件 ω = {jR

6 , jR
7 } 没有被调度.

根据 DIH 算法在图 4 (g) 中, 依次将 jR
6 和 jR

7

放在 jO
10 之后被调度. 最终获得 RRSM 问题算例 2

的解 σ = {jR
1 , jR

2 , jR
3 , jO

1 , jO
2 , jO

4 , jO
3 , jO

5 , jO
6 , jR

4 , jO
7 ,

jO
8 , jR

5 , jO
9 , jO

10, j
R
6 , jR

7 }.

图 3 算例 1 的求解过程图

Fig. 3 Procedures of solving Case 1

图 4 算例 2 的求解过程图

Fig. 4 Procedures of solving Case 2
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值得注意的是, 算例 2 是 RRSM 问题的一般

情况, 如果算例 2 中 pR
i , i = 1, · · · , 6 的值相等, 则

该算例对应的是第 4.1 节中返工工件具有相同处理
时间的一类特殊的 RRSM 问题, 根据定理 3 可知,
DIH 算法得到的解 σ 为最优解 σ∗; 如果算例 2 中已
知的初始调度 π∗ 中没有机器空闲时间, 则对应的是
第 4.1 节中初始调度中没有机器空闲时间的另一类
特殊的 RRSM 问题, 根据定理 4 可知, DIH 算法仍
可以得到这类 RRSM 问题的最优解 σ∗.
在实际生产中, 以某石英玻璃厂焊接工位的一

类工件为例, 算例 2 中 K 的取值范围约为 0.17 小
时至 0.25 小时, 初始工件处理时间的取值范围约为
0.2 小时至 0.75 小时, 返工工件的处理时间范围约
为 0.1 小时至 0.2 小时, π∗ 为车间已知的调度计划.
当有返工工件需要重调度时, 将模型中的变量附值
为实际数据, 即可应用 DIH 算法求解.

5 总结

本文研究了工件排序中复杂的 RRSM 问题, 首
先讨论了该问题的复杂度, 并证明了 RRSM 问题为
NP 难问题. 通过对 RRSM 问题的分析, 得到了 3
个性质, 并给出证明. 然后, 在问题性质的基础上设
计了 DIH 算法, 描述了算法具体步骤和流程图. 应
用 DIH 算法对两个特殊的 RRSM 问题进行求解,
证明了该算法的最优性. 最后, 针对一般的 RRSM
问题, 根据 DIH 算法得到解的特征, 给出了最优解
的判定证明, 同时给出相应的算例分别阐述 DIH 算
法获得最优解和一般情况下 DIH 算法的详细求解
过程. 然而, 本文所研究的返工重调度问题仅针对确
定性单机环境, 一方面今后本文研究可以扩展到其
他生产环境中, 如并行机、流水车间、加工车间; 另
一方面可以延伸到考虑随机性环境, 在实际生产环
境中, 有很多计划因素是随机的, 因此, 下一步在考
虑随机的情况下开展本研究将会更有实际意义.
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