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大系统控制论与复杂网络—探索与思考

席裕庚 1, 2

摘 要 随着通信技术和网络技术的飞速发展, 在社会、经济乃至日常生活领域中, 出现了越来越多的复杂动态网络. 网络科

学作为一门新兴的交叉学科, 对复杂动态网络性能特征、演化进程和控制方法的研究已取得了丰富的成果. 大系统控制论以高

维动态大系统的行为分析和控制优化为主要研究内容, 应该能为复杂网络的研究提供有益的借鉴. 本文针对复杂动态网络研

究的一些热点问题, 探索了用大系统控制理论和方法解决复杂网络结构分析和控制的可能性, 分析了面临的困难和应对的思

路. 针对大规模复杂动态网络的控制和优化, 提出了集网络科学的宏观分析方法、控制科学的定量设计方法和信息科学的智能

处理方法于一体的多层递阶结构.
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Large-scale Systems Control and Complex Networks — Exploration and Thinking

XI Yu-Geng1, 2

Abstract With the rapid development of communication and network technology, more and more complex dynamic

networks appear in the fields of social, economic and human′s daily life. Network science as a new interdisciplinary

subject has gained great achievements in the research on performance characteristic, evolution process and control method

of complex dynamic networks. The control theory and methodology of large scale systems, aiming at the behavior analysis,

control and optimization for high dimensional dynamic systems, should be able to provide a helpful reference for the study

of complex networks. In this paper, against some hotspot problems in the research of complex dynamic networks, we

explore the possibility of using the control theory and methodology of large scale systems to solve the structural analysis

and control problems of complex networks, analyze the facing difficulties and the possible coping ways. For control and

optimization of large scale complex dynamic networks, a multi-layer hierarchical structure is proposed which integrates

the macroscope analysis methods of network science, the quantitative design methods of control science and the intelligent

processing methods of information science.
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随着计算机、通信和网络技术的飞速发展, 无处
不在的互联网、无线通信网把原先相互独立的单元

联系起来, 廉价普及的高速计算机、巨型数据库及
GPS 和云计算等手段提供了处理海量数据的能力,
这些都为人们在宏观层面上研究复杂系统的行为提
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供了技术支持. 近年来, 复杂网络已成为众多学科共
同关注的课题.
复杂网络具有大规模、高维度、连接方式非固

定或非规则、随机性、非线性、带有不同时间或空间

尺度等特征. 它不仅包括各种现实的物理网络, 如电
力网、交通网、Internet 网、生物网等, 还包括各种
抽象或逻辑的网络, 如金融网、传媒网、人际关系网
等. 从而引起了物理、数学、生物、工程、金融、社
会等各界的关注, 成为众多学科交叉的新兴领域. 尽
管不同的复杂网络具有完全不同的属性和表现, 但
网络科学以复杂网络的拓扑结构为共性, 重点研究
复杂网络的宏观特征, 建立刻画这些结构的模型, 研
究网络拓扑结构如何影响其功能, 研究如何根据拓
扑特征改善网络的功能, 从而为分析和设计实际工
程和社会中的各种复杂网络提供了支持[1].
在复杂网络的研究中, 除了对于少数可建模的

网络, 如多智能体协作、网络同步等问题可以直接采
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用控制论的解析方法研究外, 对于大量超高维、数
学模型不清晰的复杂网络, 主要还是通过实证的研
究方法, 即观察现象和获取数据、总结规律、提炼模
型、进行仿真实验、验证规律并发现新的规律, 进而
改造网络. 在这方面已涌现了大量新的、有趣的成
果, 构成了当前网络科学的主要内容.
尽管控制论的数学解析方法难以直接应用到复

杂网络的这些研究中, 但除了基于数学模型的解析
方法外, 经典的大系统控制论针对系统结构的研究
也有丰富的积累. 2011 年 Liu 等把系统控制论中的
结构可控性及其判据引入到复杂网络的研究中, 在
Nature上发表了论文 “Controllability of complex
networks”[2], 引起了人们极大的关注, 论文作者指
出: “网络科学工具与控制理论的结合将有助于精确
和解析地探索复杂网络可控性的许多问题”.

关于复杂网络与系统理论、控制理论的关系, 已
有不少学者提出了很深刻的见解, 例如最近文献 [3]
从复杂网络的科学和工程背景出发, 提出了在复杂
动态网络背景下控制理论面临的问题与挑战. 本文
则从系统和控制科学的背景出发, 用大系统控制论
的成熟方法和方法论思想来思考复杂网络研究中的

一些热点问题, 目的是探索这些经典方法在复杂网
络中的可用性, 分析存在的问题, 探索其能否为复杂
网络的相关研究提供帮助, 能否通过视角转换提出
一些新的问题. 由于作者研究领域所限, 论文所做的
探索是在经典控制论框架内针对复杂网络的一些问

题进行的, 所得到的结果并未与复杂网络相关领域
的丰富研究成果进行关联和比较, 对此希望能得到
从事复杂网络研究的同行们的指教。

1 复杂网络的结构分解

复杂网络是由众多子网络复合组成的, 通过结
构分解有助于理解和分析网络的宏观结构特征及网

络中各部分的相互关系. 目前, 对复杂网络的分解常
采用社团分解方法, 其基本思路是根据网络节点关
联紧密程度把整个网络分解为若干社团, 在社团内
部节点的相互连接比较紧密, 而各社团之间只通过
少量边相连. 例如文献 [4] 通过反复寻找网络中具有
最大介数 (Betweenness) 的边, 将其从网络中删除,
最终实现社团分解. 关于社团分解的更多算法和研
究可见文献 [1, 5] 等.

在经典的大系统控制论中, 大系统的结构分解
早已有了成熟的算法[6]. 其典型做法是: 通过系统
的可达矩阵找出所有相互可达的节点群 (称为 “强连
接” 和 “回路”), 把节点群集结成广义节点, 组成一
个集结的结构矩阵, 再将其调整为对角块阵, 每一对
角块内为上 (下) 三角块阵, 这样就可把大系统分解
为由多个独立节点群组成、每个节点群由只有单向

关联、相互之间不连成回路的子节点群所组成的有

序结构, 根据这一结构很容易看出在大系统中, 哪些
节点群是源, 各节点群受到哪些节点群的影响, 而它
自身又会影响哪些节点群. 相比于社团分解, 这种分
解方法更注重于从动态因果性的角度来观察和分析

大系统的结构, 所得到的结果也能清晰地反映出大
系统中各单元的地位及相互的因果链.

1.1 分析与尝试

在知道复杂网络拓扑结构的前提下, 把经典大
系统的结构分析方法用来对复杂网络进行分解, 在
原理上是可行的, 而且计算量也可以接受, 例如对于
一个有 1 000 个节点的网络, 整个分解过程只需运行
15 秒左右. 但是, 通过对 1 000 个节点网络的随机
仿真, 我们发现对于关联密集的复杂网络, 采用上述
方法找到的节点群往往含有大量节点, 特别当网络
关联元素达到 1% 以上时, 所有 1 000 个节点组成
了一个可达节点群, 这时, 采用经典分解方法得到的
节点群仍然是一个复杂子网络, 节点间相互可达, 已
无法再对其进行空间划分. 这表明经典的基于可达
矩阵找出可达节点群的分解方法不能照搬到关联紧

密的复杂网络中.
出现上述现象的原因在于: 经典分解方法中采

用的可达矩阵是一种 “最终” 可达矩阵, 若系统的邻
接矩阵为 A, 则可达矩阵为

R = (A ∪ I)N

其中, N 为系统中的节点数, 而通过 R ∩RT 找出的

可达节点群中, 节点间相互可达是指由任一节点最
终可达另一节点, 并不在意中间要经过多少节点, 这
样, 当系统关联密集时, 大量节点就可以经过这样或
那样的途径最终达到其他节点, 从而构成了一个大
节点群. 为了解决这一问题, 我们考虑用有限步可达
的概念代替 “最终” 可达, 定义 k 步可达矩阵

Rk = (A ∪ I)k

矩阵 Rk 中的 “×” 元素表示对应行节点至多经过 k

步就可影响 (可达) 列节点, 通过 Rk ∩ RT
k 找出最

大维数且互不覆盖的满 “×” 行列, 可以得到类似于
经典可达节点群的 k 步可达群, 其内部任意两个节
点均能在 k 步之内影响 (到达) 对方. 从动态因果性
的角度不难理解, 原来的可达节点群只反映了节点
之间是否 “互通”, 而 k 步可达群则是系统中 “互通”
关系最密切 (密切程度由 k 刻画) 的那些群组, 例如
像在人际关系网中的 “亲密小团体”. 随着 k 的取值

由小到大, 可以看出网络中联系最密切的节点群如
何逐步扩大其影响的动态演化过程。

经典的可达节点群相互之间不连成回路, 通过
R ∩ RT 可以完全分离, 因此很容易找出. 但如果同
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样通过 Rk ∩RT
k 来寻找 k 步可达群却会出现新的问

题, 由于不是考虑所有的可达关系, k 步可达群之间

仍然可能存在耦合, 如图 1 所示的关联密切网络, 其
邻接矩阵和 R2 ∩RT

2 分别为

A =




× × ×
× ×

× ×
× ×

× ×
× ×

× ×
× × ×

×
× × ×




R2 ∩RT
2 =




× × × × × ×
× × × × ×

× × × ×
× × × × × ×
× × × × ×

× × × ×
× × × ×

× × × × × × ×
× × × ×

× × ×




图 1 10 个节点组成的网络

Fig. 1 A network composed of 10 nodes

由 R2 ∩RT
2 可找出所有的 2 步可达节点群:

{2, 9} , {1, 3, 5} , {1, 4, 5} , {1, 4, 8} {1, 8, 9}
{2, 3, 5} , {2, 4, 5} , {4, 6, 8} , {6, 7, 8} , {7, 8, 10}
可以看出, 这些节点群之间存在着多重耦合.
经典大系统结构分析在找出可达节点群后, 就

把相互独立的节点群集结为广义节点进行空间分解,
但采用 k 步可达方法后, 所找出的 k 步可达节点群

之间通常存在交集, 不能按原方法进一步做下去, 必
须另辟蹊径. 为此, 我们通过 k 步可达节点群分析

每个节点在网络中的活跃度或关联密切度, 这可由
各节点在不同 k 步可达节点群中出现的次数 d 来表

示, 对于上例, 可得到表 1 所示的结果.
表 1 各节点在 2 步可达群中出现的次数

Table 1 Number of each node appearing in the 2-step

reachable groups

节点编号 8 1, 4, 5 2 3, 6, 7, 9 10

出现次数 d 5 4 3 2 1

因此, 网络的各节点虽然在几何空间上不能分
解为动态因果关系清晰的块结构, 但可以得到以节

点在网络中的活跃度为依据分层的层析结构, 见图
2 (a). 在图中如果从上到下逐步去除那些关联密切
度相对高的节点, 剩余节点的拓扑结构会大大简化,
变得很容易按经典方法进行空间分解, 见图 2 (b).

(a) 层析图

(a) Layered-analysis

(b) 结构简化

(b) Structure simplification

图 2 网络的层析结构

Fig. 2 The layered-analysis structure of a network

1.2 理解与思考

通过把 k 步可达概念和方法应用于复杂网络结

构分析的初步尝试, 我们可以得到以下的有用信息:
1) 网络中存在哪些抱团紧密的节点群; 2) 各节点在
这些节点群中是否活跃, 哪些是造成网络关联复杂
的核心节点; 3) 如何按节点在节点群关联中的活跃
度对网络进行分层. 这些信息对复杂网络的结构分
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析是十分有意义的.
1) k 步可达节点群在复杂网络的结构分析中有

明确的物理意义.
k 步可达节点群可反映出那些互联程度紧密

(或直接) 的节点群, 根据所得到的层析结构可找到
发挥核心作用的节点, 例如在关系网中, 小的 k 步可

达节点群对应着关系密切成员组成的小团体, 通过
层析可看出哪些成员是网络中的核心成员, 还可看
出从网络中去除哪些成员后, 可使剩余成员的关系
变得相对简单. 在许多实际复杂网络中, 这些概念都
能找到合理的物理解释.

2) 以 k 步可达节点群识别节点活跃度，是对以

“度” 刻画节点活跃度的推广.
不难看出, k = N 时的可达节点群即为经典的

可达节点群, 反映了节点间关联的最终结果, 而 k =
1 且网络为无向 (或理解为双向) 时, 各节点出现在
与其邻居节点所组成的 1 步可达节点群中, 其活跃
度 d 就是其连边数, 即网络科学中的 “度”, 反映了
节点间关联的直接来源. k 步可达节点群介于两者

之间, 通过调整 k 的大小, 可反映出在一定步数后
节点间的后续关联. 因此, 与网络科学中的 “度” 相
比, 这里的推广更注重于从节点对其他节点的因果
性 (有向图)、长远性 (k > 1) 影响来评价其重要性,
其包含的内涵比直接的 “度” 更为丰富.

3) 根据节点的活跃度对复杂网络进行层析，是
对复杂网络结构分析的补充.

复杂网络结构不仅可以利用完全可达概念进行

标准化空间分解, 即在物理空间的 “分块”, 而且还
可利用 k 步可达节点群识别节点活跃度, 进而按关
联密切度进行层次分解, 即在逻辑空间的 “分层”,
并在此基础上简化底层的空间拓扑结构. 这样一种
“分块” 加 “分层” 的多维分析方法可反映出复杂网
络节点间相互作用的因果性和强弱度, 比采用单一
分解方法提供了更全面的信息, 特别是对关联密度
较高的网络, 这种层析方法可能对理解其结构更为
合理.

1.3 问题与难点

以上的探索只是对小规模网络进行的, 但所得
到的信息对网络结构分析具有一般意义. 在应用于
大规模复杂网络时, 需要解决什么新问题和难点问
题, 我们提出以下几方面的问题供参考:

1) 找出 k 步可达节点群需要有效的算法

在复杂网络中利用 k 步可达方法找出抱团紧密

的 k 步可达节点群需要实施以下步骤:
a) 由邻接矩阵计算 k 步可达矩阵 Rk;
b) 计算 Rk ∩RT

k ;

c) 由 Rk ∩RT
k 找出所有 k 步可达节点群.

其中, 由 Rk ∩ RT
k 找出所有 k 步可达节点群具

有很高的计算复杂度. 目前我们采用的类穷举算法
对 30 个节点的计算时间约为 20 秒, 而对 40 个节点
则达 950 秒, 很难适用于高维复杂网络. 如果我们
的目的是要找出网络中抱团紧密的节点群, 就必须
研究高效的或近似的算法以降低计算成本.

2) 依据什么准则确定节点的活跃度
通过 k 步可达节点群观察各节点是多少个 “小

团体” 中的公共成员, 以此确定各节点的活跃度, 其
物理意义相当明确 (如考虑人际关系网或组织网),
因此可以作为确定节点活跃度的一种合理准则. 与
现有以 “度” 确定节点活跃度的准则相比, 它更能反
映出节点间的因果关系及其后续影响. 但是在两种
准则下判断节点活跃度的结果有多少差异, 或者更
一般地, 根据不同的 k 所得到的节点活跃度有什么

差异, 如何体现出其结果比用 “度” 准则得到的结果
更合理、更长远，目前尚不清楚. 此外, 由于寻找 k

步可达节点群的计算成本很大, 是否还有基于 k 步

可达概念的更直接简单的准则, 既能比 “度” 考虑得
更长远, 又能避免寻找 k 步可达节点群的复杂计算,
也可以进一步研究.

3) k 步可达节点群的步数选择

利用 k 步可达节点群可以看出网络中哪些节点

构成了 “亲密” 的团体, 各节点在不同的团体中表现
是否活跃. k 的引入固然增加了分析节点间关联影

响的自由度, 可以把传统的完全可达分析与 “度” 分
析作为两种极端情况包括在内, 但同时也产生了分
析问题的不确定性, k 取得过小, 难以看出节点的后
续影响, k 取得过大, 又淡化了节点影响的差异. 如
何确定选择 k 的准则, 使相应的 k 步可达节点群能

恰到好处地兼顾这两方面的要求, 还需要做进一步
的探索.

4) 复杂网络总体结构的描述
对于复杂网络的总体结构, 可以设想采用 “层、

块相嵌”的复合模式进行分析,例如在其顶层通过空
间分解方法得到节点群间的因果链结构 (即分块结
构), 然后对各节点群用 k 步可达方法进行层析, 一
方面把所得到的上层核心节点作为顶层分解中该分

块的代表, 另一方面在去除核心节点后对剩余节点
继续进行空间分解, 得到节点群内的底层因果链结
构. 这样, 就可以把复杂网络分解为全局和局部两层
因果链网络, 而各节点群在全局网络中的核心节点
与在局部网络中的其他节点又构成密切的上下层连

接关系. 对于这样一种复杂网络的分析结构, 还需要
建立规范的问题描述, 探讨系统的实施算法, 并研究
其对分析复杂网络的意义.
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2 复杂网络的结构可控性和牵制控制方案

牵制控制是复杂网络研究中的一个重要课题,
其基本思想是通过有选择地对网络中的少部分节点

施加控制而使整个网络具有期望的行为[7], 这在许
多工程网络中都具有重要的意义. 牵制控制研究的
基本问题, 一是可行性问题, 即如何对部分节点施加
线性反馈而使整个动态网络稳定在期望的同步状态,
二是有效性问题, 即如何选择控制节点使达到控制
目标所花的代价最小, 后者通常基于网络的拓扑特
性进行研究, 因此与结构可控性研究紧密相关. 复杂
网络的牵制控制已涌现了大量研究成果, 特别是近
年来人们借助经典控制论的成果研究复杂网络的结

构可控性[2], 把这一研究推到了新的高度, 使人们认
识到利用控制论可以更加精确和解析地探索复杂网

络的可控性.
在经典控制论中, 结构可控性的研究已发展得

相当成熟, 自从 Lin 在 1974 年提出结构可控性的概
念和判据以来[8], 关于结构可控性的图论判据和代
数判据不断丰富完善. 大量文献在研究结构可控性
时借助于成熟的图论工具, 但由于代数方法在判断
结构可控的过程中常可得到丰富的辅助信息, 对确
定有效的牵制控制方案颇有帮助, 所以以下简要回
顾结构可控性及相关问题的代数方法.

考虑结构化系统

ẋ = Ax + Bu

其中 x, u 分别为状态量与控制量, A, B 为用 “0”
和 “×” 表达的结构矩阵. 上式表达的是状态量、控
制量相互之间的因果连接关系, 不但可以描述结构
化的线性系统, 也可以描述非线性系统在不同工作
点的线性化表达. 所谓该系统结构可控, 是指存在与
A 和 B 对应的数值矩阵 Ā 和 B̄, 使系统 (Ā B̄) 在
常规意义上是可控的. 因此, 结构可控是实现系统控
制的必要条件.
文献 [8] 及以后的文献 [9−10] 等均给出了系统

结构可控的代数判据, 即同时满足以下两个条件:
1) 该系统是输入可达的, 即 Rux 无全零列;
2) gr[A B] = n.
其中, gr 表示结构矩阵的一般秩, n 为系统的

维数. 条件 1) 表示控制作用可影响到系统的所有状
态; 条件 2) 表示控制有足够的自由度改变系统的状
态. 这些条件的判断都有成熟的算法, 可参见文献
[11−12].

在系统结构可控的情况下, 经典控制论还给出
了确定最少控制作用但保证系统结构可控的方法,
称为 “确定可行的控制方案”[10]. 其关键是去除控
制矩阵中的冗余列, 使上述两个条件仍然成立, 文献
[12] 给出了一个通过标记方法去除冗余列的算法.
这些方法已经在过程控制领域成功地用来选择有效

而经济的控制方案, 相应的报道可见文献 [10].
上述内容已形成了大系统结构可控性判断及可

行控制方案选择的系统完整的算法, 它们与复杂网
络结构可控性与牵制控制研究的问题有很高的一致

性, 从而为这些问题的求解提供了解析的途径.

2.1 分析与尝试

虽然大系统的结构可控性研究及可行控制方案

选择已有系统、解析的方法, 但以往的研究和应用案
例维数并不高, 这些解析方法对维数巨大的复杂网
络能否适用, 其计算复杂度能否接受, 是首先需要检
验的. 为此, 我们对维数分别为 10、100、1 000 的结
构方阵 A 和 B, 考虑其中的 “×” 元素分别占总数
5% 和 10% 两种情况, 在每一种情况下对 “×” 元
素在矩阵中的分布随机产生 200 组例子用来进行统
计. 通过在普通笔记本电脑上进行仿真, 判断输入可
达性和计算一般秩所花费的平均时间如表 2 所示.
从上述统计结果可以看出, 判断系统结构可控

性的两个代数条件所需的计算时间是可以接受的,
即使对于有 1 000 个节点的复杂网络, 所需的计算时
间也在几十秒数量级. 两个条件中, 主要的计算量是
系统一般秩的计算.
为了研究确定可行控制方案的算法是否适用于

复杂网络, 我们考虑系统的结构描述 (A,B), A 矩阵

为随机产生的具有 10% 关联元素 “×” 的结构矩阵,
B 为与 A 具有相同维数的单位矩阵, 采用文献 [12]
给出的标记法来得到冗余控制列的信息, 分别对维
数为 10, 20, 50, 100, 200, 300 几种情况进行仿真,
对于每一种情况分别选取了一定数量的例子进行计

算和统计, 得到的计算时间如表 3 所示.

表 2 判断输入可达性和计算一般秩所需平均时间统计

Table 2 Statistics of average time for judging input reachability and calculating generic rank

A、B 矩阵维数 10 10 100 100 1 000 1 000

× 元素比例 5% 10% 5 % 10 % 5% 10%

输入可达判断 (秒) 0.000089 0.000086 0.01277 0.01169 6.052 5.812

一般秩计算 (秒) 0.00086 0.001286 0.1302 0.1739 29.096 29.927
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表 3 确定冗余控制列信息所需计算时间统计

Table 3 Statistics of computation time for determining the redundant control columns

A、B 矩阵维数 10 20 50 100 200 300

平均时间 (秒) 0.00231 0.02477 3.57732 139.87 6 237.75 49 531.13

例子个数 200 200 200 50 5 3

由表 3 可以看到, 确定冗余控制列的计算时间
随着系统维数的增高急剧增长, 对于 100 个节点大
致需要花费 1∼ 3 分钟, 而对于 300 个节点则需要花
费十几个小时, 对于更高维数的系统, 因为所需要的
时间过长, 已难以统计.
上述计算中取 B 为单位阵, 即假定对所有节点

均可施加控制作用, 如果限制只对网络中部分节点
可施加控制作用, 以此减少 B 矩阵的列数, 是否能
降低计算量呢? 通过对 100 个节点和 200 个节点的
复杂网络在具有不同比例的控制列数时进行随机仿

真, 得到的结论是; 控制列的减少不能使总计算量有
数量级的降低, 即使把 B 矩阵的列数减少为全部列

数的 10%, 也只能使计算时间减少一半左右.
我们还以图 3 所示的随机生成的复杂网络为例,

对判断结构可控性及选择可行控制方案的已有算法

进行验证. 该网络包含 100 个节点, 537 条有向边,
在该网络中随机选取 25 个节点作为可施加控制的
节点 (图中黑色和灰色的点), 希望通过在这 25 个节
点中找到合适的可行控制方案, 达到控制整个网络
状态的目的.

图 3 有 100 个节点的网络可行控制方案的选取

Fig. 3 Selection of feasible control schemes for

a network with 100 nodes

对网络节点编号后可以得到 100 × 100 维状态
结构矩阵 A 和 100 × 25 维控制结构矩阵 B, 不难

验证 (A,B) 满足结构可控的充要条件. 在此情况下,
可以进一步探讨如何设计可行的控制方案. 首先采
用文献 [12] 的标准标记方法判断冗余列, 可以得到
4 314 条去除冗余列的信息, 去除那些冗余列为状态
列的无效信息后, 得到 324 条关于控制列冗余的有
效信息, 这些信息进一步归并为 61 个条件, 经整理
得到的结论是: 在 25 个可选节点中至少需要对 15
个节点施加控制才能保证系统结构可控, 其中节点
(1, 3, 4, 10, 20, 21)必须施加控制 (图 3中的黑色节
点); 其余 19 个节点 (图 3 中的灰色节点) 中至少控
制 9 个, 并且满足一系列形式为 “节点 (×, ×, · · · ,
×) 中至少需控制 × 个” 的条件. 虽然整个计算时间
只用了 20.27 秒, 是可以接受的, 但经过验证发现两
个问题: 1) 由文献 [12] 算法给出的判断冗余列的条
件不完备, 在逐行回溯时所采用的单一路径可能造
成某些必要条件的丢失, 虽然从算法角度不难修补
这一不足, 但会大大增加回溯的计算量和计算时间;
2) 即使我们修补了文献 [12] 算法得到了可消除冗余
列的充分必要条件, 这些数量众多的条件堆积在一
起, 非常类似于用一系列不等式来表达变量可行域
的情况, 对于解决实际问题并不能提供物理上直观
的理解. 这表明用经典方法虽然可以在原理上得到
全部可行控制的方案, 但其计算量大, 得到的结果对
复杂网络的控制缺乏实际的意义.
为了解决上述问题, 我们对文献 [12] 给出的标

记法提出了一种修改算法, 其主要思想是在标记过
程中分块判断冗余列, 由于分块保证了相应行不降
秩, 整体的行满秩可得到保证, 所得到的结果是结构
可控的充分条件, 同时由于避免了全局回溯造成的
计算量急剧上升, 修改算法的计算效率得到了很大
提高. 但由于算法在分块中忽略了块之间的联系, 丢
失了关于去除冗余列的更宽松的部分信息, 结果有
一定的保守性.
采用修改算法经整理后得到的可行控制方案为:
1) 节点 (1, 3, 4, 10, 20, 21, 25) 必须控制;
2) 节点 (2, 13)、(6, 7)、(8, 23)、(14, 19)、(16,

22) 各自至少控制 1 个;
3) 节点 (9, 11, 15, 17) 中至少控制 3 个;
4) 节点 (5, 12, 18, 22) 可不加控制.
与采用标准标记法得到的不完备结果相比, 最

少需要控制的节点数仍为 15 个, 但其中必须施加控
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制的节点由 6 个变为 7 个 (增加了节点 25), 对其余
节点的选择也增加了若干限制, 但恰恰是这些限制
使结论的物理直观性更加明确. 可以验证, 符合这些
条件的控制方案必定满足结构可控, 但反之不然, 例
如选择对 (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 20,
21) 这 15 个节点进行控制也是结构可控的, 但不满
足修改算法得到的条件 1) 中 (25) 必须控制、2) 中
(14, 19) 至少需要控制 1 个和 3) 中 (9, 11, 15, 17)
中至少需要控制 3 个的要求. 这表明修改算法得到
的只是可行控制方案中的一部分, 有一定的保守性.
但值得注意的是, 修改算法判断冗余列的计算时间
仅为 0.251 秒, 大大提高了算法在实践中的可行性.

2.2 理解与思考

就问题的物理意义和数学描述而言, 复杂网络
结构可控性和牵制控制的拓扑研究与经典控制论中

动态系统结构可控性和可行控制方案的研究在本质

上是一致的. 对于结构可控性的相关研究在 30 年多
前就已取得了丰富的成果, 判断结构可控性和确定
结构可控最小配置方案的一系列理论和算法为解析

研究复杂网络的结构可控性和牵制控制问题提供了

坚实的科学基础.
1) 在原理上研究结构可控性和可行控制方案已

有完整的基本解析算法.
在经典控制论中关于结构可控性的判断和可行

控制方案的选择已形成了一个比较完整的代数算法

链, 它们包括:
a) 算法 1: 判断 [A B] 输入可达的算法;
b) 算法 2: 判断 [A B] 一般秩的算法;
c) 算法 3: 判断 [A B] 行满秩时去除哪些控制

列仍保持行满秩的算法;
d) 算法 4: 给出满足指定条件的具体控制列的

算法.
其中, 算法 3 在通过冗余列判断得到一系列形

为 “在第×、×、× 列中有× 列是冗余的” 的信息基
础上, 还需根据 “状态列不能去除” 的原则, 进一步
整理归并为 “第×、×、× 控制列中可去除× 个” 的
信息. 算法 4 则继续把这些信息转化为 “0-1” 不等
式, 例如 “第 1、3、6 控制列中有 1 列是冗余的” 可
转化为 “u1 + u3 + u6 ≥ 2”, 其中 ui 只能取值 0 或
1, 分别表示不加和加上对应的控制, 所有转化后得
到的 0-1 不等式组成了问题的可行解域, 而需满足
的指定条件可作为目标函数, 从而可通过标准的 0-1
规划算法求出可施加控制列的具体解.

2) 在原理上可利用以上基本算法研究复杂网络
的牵制控制问题.
对于复杂网络而言, 其结构可控性的研究只需

应用上面的算法 1 和算法 2 即可判断, 所以这里只

讨论牵制控制的有效性问题. 我们把问题归结为以
下几类:

a)分析类问题:对于一个复杂网络, 知道对哪些
节点可施加控制, 判断是否能实现牵制控制.
对于这类问题，可直接应用结构可控性条件即

算法 1 和算法 2 进行判断。
b) 综合类问题 1: 对于一个复杂网络, 知道可施

加控制的节点范围, 如果这些节点可以实现牵制控
制, 找出满足一定条件（例如最少节点）的牵制控制
方案; 如果这些节点不能实现牵制控制, 增加哪些输
入节点可实现牵制控制.
对于这些节点可实现牵制控制的情况, 由于此

时 [A B] 必行满秩, 可以用算法 3 和算法 4 分别研
究删除 B 的哪些多余列仍能保证 [A B] 行满秩, 并
求出满足给定条件的实现牵制控制的节点选择方案,
最后用算法 1 挑选出同时满足输入可达性的那些方
案.

对于这些节点不能实现牵制控制的情况, [A B]
不满足结构可控条件, 这时有两种可能:

i) 如果 [A B] 行满秩, 但输入可达条件不满足,
只需考虑增加哪些输入列到 B 中可使输入可达, 适
当组织程序应用算法 1 便可解决;

ii) 如果 [A B] 行不满秩, 则需考虑增加哪些输
入列到 B 中可使 [A B] 行满秩, 通过适当组织程序
并应用算法 3 和算法 4 找到相应的方案, 最后用算
法 1 挑选出同时满足输入可达性那些方案.

c) 综合类问题 2: 对于一个复杂网络, 找出所有
可能的牵制控制方案.
对于这类问题, 可首先令 B 为单位阵 (即在所

有节点上均可加控制), 这时网络的结构可控性可以
得到保证. 为了得到所有的牵制控制方案, 利用算法
3 和算法 4 先得到在 [A B] 阵中删去哪些列可保持
其行满秩, 然后根据这些删去条件构造一个 0-1 规
划问题求出全部可能的输入方案, 并用算法 1 挑选
出所有同时满足输入可达性的方案.
从以上的分析可以看出, 对于复杂网络的结构

可控性和牵制控制, 尽管根据问题的不同提法需要
组织相应的执行程序, 但其核心算法都是算法 1∼ 4.
经典控制论中关于结构可控性和确定可行控制方案

的一系列成果已经从原理上提供了解析判断复杂网

络的结构可控性和确定牵制控制方案的方法.

2.3 问题与难点

虽然复杂网络的结构可控性和牵制控制问题有

了解析求解的途径, 但经过初步探索, 这些算法在应
用于大规模复杂网络时, 特别在处理综合类问题时,
仍存在着计算复杂性的瓶颈, 而且在针对问题设计
算法方面也还有很大的探索空间.



11期 席裕庚: 大系统控制论与复杂网络—探索与思考 1765

1) 对大规模复杂网络难以得到完全解, 需要研
究高效的近似算法

在上面所列的四个基本算法中, 判断输入可达
的算法 (算法 1) 具有最小的计算复杂度, 完全可以
应用于大规模复杂网络, 计算一般秩的算法 (算法 2)
的计算复杂度也相对较小, 至少在用于具有 1 000 个
节点的网络时几十秒的计算时间也可以接受. 但是
寻找冗余控制列的完全算法 (算法 3) 和求解全部可
行解的算法 (算法 4) 在本质上都属于穷举算法, 不
适用于节点数目巨大的复杂网络. 算法 3 在对每一
行进行标记时, 都需对以前的各行进行回溯, 用于具
有 300 个节点的网络时计算时间就达到十几个小时,
节点数继续增加时其计算量将急剧增长. 算法 4 是
一个 0-1 规划问题, 找出一个可行解并不困难, 但是
如果要找出所有的可行解, 则是一个耗时的搜索过
程, 当网络规模扩大时, 由冗余控制列条件转化成的
0-1 规划约束数大大增加, 使算法 4 的求解复杂度大
为增加. 由于算法 3 和算法 4 的计算复杂性都是本
质性的, 因此对于大规模复杂网络, 有必要放弃求解
的完全性, 探索如上面所述的找出部分冗余控制列
的高效近似算法.

2) 针对问题设计合理利用已有信息的有效算法
作为代数算法, 其优点是在计算过程中能得到

较多的有用信息, 例如当判断出 [A B] 矩阵行不满
秩时, 我们同时也知道了导致行降秩的原因, 因此
可以探索如何利用这一信息来增补控制列以满足行

满秩的有效算法, 而不必盲目地通过穷举的凑试来
选择控制列. 又如, 在牵制控制的综合类问题中, 我
们首先关注一般秩条件, 即在删除某些控制作用后
[A B] 是否行满秩, 然后再检验所得方案是否输入
可达, 实际上, 我们可以先用很少的计算时间给出输
入可达的条件, 并将其加入到保证 [A B] 行满秩的
控制列删除条件中进行归并, 得到所需要的结果. 对
于复杂网络的相关问题, 基本算法 1∼ 4 提供了问题
求解的核心算法, 而如何根据问题组织有效的程序,
对于提高问题求解的效率也是十分重要的.

3) 探索更高效的问题求解结构
当复杂网络的节点数目巨大时, 依靠算法本身

已经很难解决计算复杂性问题, 这时是否可以从求
解问题的结构上来考虑一些可行的方法. 经典大系
统控制论中用集结、递阶、分散等方式降低问题规

模和降低求解复杂性的方法论思想为探索高效的求

解结构提供了空间. 例如, 对于文献 [12] 判断冗余
列算法的不完备性, 我们的修改算法就是把整个网
络划分为若干子网络, 把整体判断用分块判断来近
似, 这样既保证了结果的正确性, 又使计算复杂度大
幅度降低, 如果要想多花一些代价得到更完全的条
件, 则可根据这些子网络间的关联关系, 进行有限的

回溯. 经典控制论对这些问题的已有研究都着眼于
算法的完备和条件的充要, 而如何面对实际需要快
速地得到充分条件, 在原有算法基础上还有很大的
探索空间.

4) 对偶研究复杂网络中的信息监测问题
在经典控制论中, 可控性与可观性存在着对偶

关系, 与大系统结构可控性和确定可行控制方案相
对应, 大系统结构可观性和确定可行的传感器配置
方案有着与之完全对偶的判断条件和求解方法. 所
谓可行传感器配置方案是指对大系统中哪些状态点

配置传感器, 可以得到系统中所有状态的信息, 这方
面已有不少相关研究工作, 如 Commault 等利用结
构可观性研究用于故障诊断与隔离的传感器配置问

题[13]. 在复杂网络中, 信息监测是指如何选择网络
中的少部分节点进行监测可以了解整个网络 (或部
分关键部位) 的动态, 这在许多复杂网络中都具有明
确的现实意义, 其研究也受到相当的关注[14]. 信息
监测问题的关键是: a) 结构可观性, 即对网络中部
分节点进行监测后能否得到网络中全部节点或部分

关键节点的信息; b) 有效性, 即如何选择监测点使
达到目标所花的代价最小, 以上对结构可控性和牵
制控制的探索完全可以对偶地用来处理这一问题.

3 大系统控制论对研究复杂网络的参考意义

3.1 经典结构分析方法的参考意义

以上分别应用大系统控制论中成熟的结构分析

方法和结构可控性研究成果, 对复杂网络的结构分
解和牵制控制问题进行了初步探索. 与网络科学常
用的研究方法不同, 这里我们立足于从动态因果性
和解析求解的思路开展研究, 所得到的结果也许可
为复杂网络研究中解决相关问题提供一些新的思路

和解析的手段. 通过初步探索, 我们提出以下一些看
法:

1) 经典结构分析方法可为具有因果性复杂网络
的结构分析提供参考

经典控制论中针对系统结构的研究成果是十分

丰富的, 且有较坚实的控制理论基础和数学实现算
法. 经典控制论用有向的因果关系描述系统结构, 这
对在复杂网络中解决同样具有因果性的结构分析问

题, 如研究节点对其他节点的因果影响链、研究系
统结构中控制作用的施加等, 都有较好的参考意义.
但有些关联原因不明的复杂网络, 其拓扑结构只能
用无向的关联关系而不能用有向的因果关系来描述,
对此就难以应用经典因果方法分析其结构. 所以, 对
于现代复杂网络, 经典结构分析方法所能处理的网
络和所能解决的问题只是其中特定的部分.

2) 经典结构分析的解析方法有助于深入理解复
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杂网络结构的内在关系

对于复杂网络中一些具有因果性的结构问题,
在经典结构分析中可以找到相对应的理论和算法成

果, 与网络科学中以实验手段来寻求结果相比, 这些
理论和算法提供的解析手段具有更强的科学性, 更
能深入到系统的本质来发现规律, 提供科学的分析
方法. 对于这类问题, 以控制论的解析方法得到结
果, 结合以网络科学的实验方法进行验证, 可以对复
杂网络相关问题的研究提供从现象到本质的完整认

识, 有助于推动复杂网络的研究. 此外, 由于解析方
法提供了关于网络内部关系更丰富的信息, 有可能
对复杂网络的结构分析提出新的思路, 如何把经典
结构分析方法结合到复杂网络中一些现有的研究中,
为这些研究提供新的视角和解析的手段, 是具有广
阔的探索空间的.

3) 解决经典结构分析方法的计算瓶颈是其可用
于复杂网络研究的关键

在用经典结构分析方法解决复杂网络的相关问

题时, 虽然已经有了完备的理论和系统的算法, 问题
在原理上已得到完美解决, 但当网络节点数目巨大
时, 算法在实际上的可行性会遇到困难, 如上面寻找
k 步可达节点群的算法、寻找冗余列的算法、寻找

0-1 不等式组全部可行解的算法等都遇到了维数灾
的瓶颈, 不能真正用来解决复杂网络的问题. 这些瓶
颈是算法本身造成的, 不可能从本质上改变. 解决这
一困难的办法是: a) 直接从算法出发研究其改进或
近似, 降低计算复杂度; b) 从问题出发, 根据复杂网
络的实际情况合理修改要求, 压缩解空间. 例如对于
实际复杂网络, 求出其全部牵制控制方案只是一种
立足于学术研究的提法, 在实际中更有意义的是选
择有限的节点考虑最少成本的牵制控制, 由此可提
高经典结构分析方法在复杂网络中的实际可行性.

3.2 经典大系统方法论的参考意义

除了上面重点研究的结构分析问题外, 复杂网
络在本质上是高维大系统, 其控制与优化不可避免
会遇到高维性带来的分析和计算的困难. 经典大系
统控制论虽然是以现代控制理论为基本载体的, 但
其为解决高维性难点所发展出来的一系列思想, 如
集结、递阶分解、分散、分布式等, 具有方法论的意
义, 对于定性或定量地研究复杂工程网络的控制、优
化等问题也有一定的借鉴作用. 下面简单介绍如何
利用特定的递阶结构化解复杂网络控制和优化复杂

性的一些探索.
1) 多智能体一致性的递阶分解算法
在多智能体协作的一致性研究中, 当智能体个

数很多时, 系统收敛需要较长的时间. 为了降低因
智能体数量多造成的协调困难, 提高收敛速度, 文

献 [15−16] 把大系统控制论中的递阶结构引入一致
性问题的研究. 通过把智能体分解为若干群组, 每个
群组内部先行协作, 并推出其代表构成上一层的多
智能体协作问题, 如此构成多层次的协作, 只要对群
组的分解使收敛速度满足一定条件, 通过这种分层
协作的实现方式可以加快协作过程的收敛速度. 图
4 (a) 给出了一个 20 个智能体的拓扑结构, 采用文
献 [16] 给出的具体分析和算法, 可以得到图 4 (b) 所
示的递阶分解结构, 群体的一致性过程将通过从底
层到顶层的一致性过程逐步实现.

(a) 整体拓扑结构

(a) Global topological structure

(b) 分层递阶分解

(b) Multi-layer hierarchical decomposition

图 4 20 个智能体的拓扑分解

Fig. 4 Topological decomposition of 20 agents

采用递阶结构后, 每一层一致性的收敛过程大
大加快, 从原来整体运行时需要的 50 秒左右下降到
6 秒左右. 图 5 给出了采用整体方案和递阶方案时
各智能体随时间的收敛过程, 其中图 5 (a) 是整体一
致性的结果, 图 5 (b) 是采用递阶方法的结果及其局
部放大图, 上下则分别表示 x 和 y 坐标.

2) 复杂工程网络的控制与优化
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对于大规模复杂工程网络, 如复杂工业生产过
程、城市交通路网等, 在对其进行控制与优化时, 刻
画其动态行为的数学模型是不可少的, 但如果只依
靠单一的数学模型, 整个网络的控制与优化需要极
大的计算量. 为此, 可以借鉴大系统控制论中的多层
递阶控制方案, 采用图 6 所示的系统优化、区域控制
和底层信息处理的分层递阶结构, 来化解复杂网络
计算和决策的复杂性.

我 们 称 上 述 结 构 为 “系 统 –控 制 –信 息
(System-control-information, SCI)” 分层结构, 其
中各层面采用不同模型来解决不同的问题, 但各层
之间的问题有关联性. 一般而言, 在系统层面, 采
用网络科学的宏观方法, 通过优化各区域间的 “流”,

保持各区域工作在期望的 “势”; 在控制层面, 把上
层所优化得到的 “流” 作为边界约束, 应用控制论
的模型和优化控制方法, 得到区域内的控制量; 在
信息层面, 通过实时检测实际的 “流” 并与上层所
给的参考数据进行比较, 对上层给出的控制信号进
行数据驱动的实时修正并付诸实施. 文献 [17] 结合
城市交通路网优化研究了这类结构上两层的具体实

现, 在系统层, 以通过对大量路网数据统计得到的刻
画各区域路网流通情况的宏观基础图 (Macroscopic
fundamental diagram, MFD) 为依据, 优化区域路
网之间的流量, 使每一区域网络内的车辆数尽可能
接近 MFD 中对应流通率最高时的整体车辆数, 从
而使各区域路网内的流通率达到最优,解决区域交通

(a) 采用整体方案 (b) 采用递阶方案

(a) With global scheme (b) With hierarchical scheme

图 5 多智能体的收敛过程

Fig. 5 The convergence procedure of multi-agents

图 6 复杂工程网络控制与优化的 SCI 结构

Fig. 6 SCI structure for control and optimization of complex engineering networks
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流的平衡问题; 在控制层, 以上层给出的流量作为区
域路网外部流量约束 (边界约束), 在交通流动力学
方程和交通信号约束下, 优化交通控制信号使车辆
总行驶时间最少, 解决每一区域路网内的优化控制
问题. 文中用路网仿真案例比较了递阶控制、集中控
制和分区分散控制这三种方案的效果, 结果表明, 递
阶方案在常用性能指标 (总耗费时间 TTS、总延迟
时间 TDS) 方面与集中控制方案十分接近, 但由于
递阶方案在上层根据各区域网络的宏观特性合理地

分配车辆密度, 相比集中控制可大大提高网络流通
率 (网络平均流 NMF). 这一案例说明采用多层结构
可以用网络科学的宏观优化补充单纯的基于数学模

型的优化控制的不足, 实现两者的优势互补.
上述例子对大系统递阶分解的方法论思想用于

复杂网络控制与优化做了一些初步探索, 表明经典
大系统控制论不仅可为复杂网络的结构分析提供解

析手段, 而且对复杂网络的优化与控制也可提供方
法论的参考.

4 结束语

复杂网络是当前众多学科关注的热点领域, 其
研究内容和研究方法呈现出极为丰富的多样性, 吸
引着相关学科的大量研究者. 本文用大系统控制论
中的一些经典方法和方法论思想, 探索了复杂网络
结构分析和控制优化的若干问题, 所提出的思考和
提供的试验数据都只是初步的、不成熟的, 是否能
用于复杂网络的相关问题还有待进一步研究和检验.
但我们认为, 控制科学作为一门具有方法论特征、在
动态系统建模、控制、优化方面具有丰富理论成果

和实践积累的学科, 可以更深度地切入这一领域的
研究, 特别在复杂网络动态分析与演化、控制与优化
方面发挥优势, 推动这一领域研究的进展. 同时, 复
杂网络的特点和实际需求带来的各种挑战, 也将为
控制科学的发展开辟新的空间.
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