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基于 LQG基准的预测控制器经济

敏感度分析及调节准则

田学民 1 罗芝芬 1 王 平 1

摘 要 为考虑控制变量方差变化对控制器经济性能的影响, 提出一种

基于线性二次高斯 (Linear Quadratic Gaussian, LQG) 基准的预测

控制器经济敏感度分析方法及调节准则. 首先由子空间辨识算法推导出

带输入输出变量加权的 LQG 基准一般描述形式, 在此基础上, 构造了

基于方差调节和基于约束松弛的两个优化问题进行敏感度分析, 最终求

解得到敏感变量的方差调节量和约束松弛量以提高控制器的经济效益.

Shell 塔仿真实验结果表明本文方法的有效性.
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Abstract In order to take the influence of input variance on

the economic performance of predictive controller into account,

an LQG-based sensitivity analysis method and tuning guidelines

have been proposed. First, a general formulation of LQG bench-

marking with weighting matrix for input and output variables

is derived through the subspace identification algorithm. Fur-

thermore, based on variability tuning and constraint loosening,

two optimization formulas have been built, respectively. The

variance overshoot and constraint relaxation resulting from the

above optimization problems can improve the economic benefit.

Simulation study of the Shell tower is carried out to demonstrate

the efficiency of the proposed approach.
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过程控制的根本目的是在保证安全运行的前提下, 实现

经济效益的最大化[1−4]. 近年来, 以模型预测控制为代表的

先进控制策略已经在炼油、化工等复杂工业过程中得到了广
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泛的应用, 因此如何从经济效益的角度对预测控制器进行性

能分析得到了人们的普遍关注[5−7].

Lee 等指出控制器经济性能评估流程一般由经济性能

评价, 经济敏感度分析及调节准则研究两个部分组成[8]. 其

中, 经济性能评价是通过求解一个带约束的稳态优化问题

得到系统当前经济性能指标和所能取得的最佳经济性能指

标[7, 9−10]. 经济敏感度分析及调节准则是在经济性能评价

的基础上, 根据期望经济收益确定敏感变量的方差调节量

或约束松弛量[8, 11−13]. 目前针对经济性能评价算法的研究

较多[6−7, 9−11, 14−18], 然而, 关于经济敏感度分析及调节准

则的报道尚不多见[8]. 以最小方差控制 (Minimum variance

control, MVC) 为基准, Lee 等[8] 分别以输出方差调节率和

约束调节率最小为优化目标, 求解得到对控制器经济收益贡

献最大的关键变量以及对应的方差调节量和约束松弛量. 基

于该方法, Lee 等分别对稀释剂回收装置[12] 和制氢生产过

程[13] 进行分析, 结果表明, 敏感度分析能够成功确定影响控

制系统经济收益的关键变量, 并可以为现场工程师提供决策

支持. 然而, MVC 基准没有考虑对控制变量方差变化的约

束, 实际应用中, 可能造成控制变量的剧烈波动[14−17].

考虑到线性二次高斯 (Linear quadratic Gaussian,

LQG) 基准能够更全面地表征控制器经济性能信息[19−22],

本文提出一种基于 LQG 基准的预测控制器经济敏感度分析

及调节准则. 首先基于子空间技术推导出考虑输入输出加权

的 LQG 基准一般表达形式, 在此基础上, 分别构造了基于方

差调节和基于约束松弛的两个敏感度分析优化命题, 然后求

解得到过程变量的方差调节量和约束松弛量. 最后以 Shell

塔为研究对象, 验证了本文方法的有效性.

1 经济性能评估问题描述

控制器经济性能评估流程如图 1 所示.

图 1 工业过程先进控制系统经济性能评估一般流程

Fig. 1 General economic performance assessment flowchart of

advanced control system of industrial process

由图 1 可以看出, 从实际工业过程中获取闭环操作数据

后, 首先需要对控制器进行经济性能评价. 若系统经济性能

不佳, 则需要进一步对控制器进行经济敏感度分析, 并确定

期望经济效益对应的工作点以及变量方差和约束调节量, 最

后下传给预测控制器实施. 经济性能评价问题可以描述为一

个带约束的稳态优化问题 P1:

min J = −
(

l∑
i=1

c(i)
y ȳi −

m∑
j=1

c(j)
u ūj

)
(1)

s.t.

(ȳi − ȳi,0) =

m∑
j=1

[
K̄KKi,j × (ūj − ūj,0)

]
(2)

yi,min + zαi/2 × σy,i ≤ ȳi ≤ yi,max − zαi/2 × σy,i (3)

uj,min + 3× σu,j ≤ ūj ≤ uj,max − 3× σu,j (4)

σy
2 = f

(
σu

2) (5)

优化问题 P1 的物理意义是最大化经济收益 J , 式 (1) 中 l

和 m 分别代表输出变量和控制变量维数, c
(i)
y 和 c

(j)
u 分别

代表第 i 个输出变量 yi 和第 j 个控制变量 uj 的经济性能

加权系数. 式 (2) 代表过程稳态模型, K̄KK 为稳态增益矩阵,

(ūj,0, ȳi,0) 为当前工作点, (ūj , ȳi) 为待定工作点. 式 (3) 和

式 (4) 分别代表过程输出及控制变量的上下限约束, 其中

yi,min 和 yi,max 分别表示第 i 个输出变量 yi 的下限值和上

限值, uj,min 和 uj,max 分别表示第 j 个控制变量的下限值及

上限值, 1− αi 代表第 i 个输出变量的置信区间, σy,i 表示第

i 个输出变量的标准差, σu,j 表示第 j 个控制变量的标准差,

zai/2 代表该评价问题对输出变量方差的约束程度, 可以根据

给定的置信区间查正态分布表得到. 式 (5) 为 LQG 折中曲

线, 用于描述输入输出变量方差间的对应关系.

分别在基本操作工况、理想工况、现有方差工况及 LQG

改进工况下求解优化问题 P1, 得到对应这四种工况的经济收

益,分别记为 J0, J1, JE , JR. 定义理想工况、现有工况及改进

工况下的经济潜能∆Ji = Ji−J0, i = 1, E, R, 由此得到当前

经济指标 ηE = ∆JE/∆J1 和最佳经济指标 ηB = ∆JR/∆J1,

其中 ηE 表示通过调节设定值所能获得的经济收益, ηB 代表

基于 LQG 基准所能获得的经济收益.

2 基于子空间模型的 LQG基准

2.1 LQG最优控制律

假设被控对象可以描述为一个线性时不变模型:

xxx(k + 1) = AxAxAx(k) + BuBuBu(k) + KKKleee(k)

yyy(k) = CxCxCx(k) + DuDuDu(k) + eee(k) (6)

式中状态变量 xxx(k) ∈ Rn, 输出变量 yyy(k) ∈ Rl, 控制变量

uuu(k) ∈ Rm, eee(k) 为高斯白噪声, KKKl 为卡尔曼稳态增益矩阵.

采集输入输出数据, 由子空间辨识算法[23] 可以得到被控对

象下述输入输出模型:

yyyf = Lwwwwwwp + Luuuuuuf + Leeeeeef (7)

式中:

yyyf = [yyy(t + 1), yyy(t + 2) · · · , yyy(t + N)]T,

uuuf = [uuu(t + 1),uuu(t + 2), · · · ,uuu(t + N)]T,

yyyp = [yyy(t−N + 1), yyy(t−N + 2), · · · , yyy(t)]T,

uuup = [uuu(t−N + 1),uuu(t−N + 2), · · · ,uuu(t)]T,

wwwp = (yyyp;uuup). 下标 p 代表历史时刻, 下标 f 代表将来

时刻. Lwww, Luuu, Leee 为子空间矩阵, 由 QR 分解得到.

定义 LQG 目标函数:

JLQG =

E

{
N∑

k=1

[
(yyy(t + k)− rrr(t + k))TWWWyyy(yyy(t + k)−

rrr(t + k)) + λuuu(t + k)TWWWuuuuuu(t + k)
]}

(8)

式中, E 是期望算子, WWWyyy 和WWWuuu 分别是关于控制变量和输

出变量的加权矩阵, yyy(t + k) 和 rrr(t + k) 分别代表第 t + k

时刻的输出值和设定值, λ 用于调节对控制变量的加权大小.

将式 (7) 代入式 (8), 可以得到基于子空间模型的 LQG 目标

函数:
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JLQG = (Lwwwwwwp + Luuuuuuf − rrrf )T×
WWWyyy(Lwwwwwwp + Luuuuuuf − rrrf ) + λuuuT

f WWW uuuuf

(9)

式中 ŷ̂ŷy(t + k) 表示 t+k 时刻的输出预测值. 令 δJLQG/δuuuf =

0, 得 LQG 最优控制律:

uuuf = −(λWWWuuu + LLLuuu
TWWWyyyLuuu)−1LLLuuu

TWWWyyy(Lwwwwwwp − rrrf ) (10)

由式 (7) 得:

yyy(t + 1)=lllwwwwwwp + ggg0uuu(t + 1) + lll0eee(t + 1) (11)

若不考虑方差的影响, 则当系统达到稳态时, 满足 yyy(t − i +

1) = ȳyy, uuu(t− i + 1) = ūuu, 0 ≤ i ≤ N , 此时有:

ȳyy = lllwwwwwwp + ggg0ūuu (12)

式 (12) 可以进一步写成下述形式:

MMMyyyȳ̄ȳy = MMMuuuū (13)

式中 MMMyyy(i) = 1 − ∑m
j=1 lllwww(i, j), MMMuuu(i) = ggg0(i) +

m+l∑
j=m+1

lllwww(j).

2.2 LQG基准

设被控对象单位脉冲响应的采样值为 ggg1, ggg2, · · · , 对于渐
近稳定过程, 当 t → ∞ 时, ggg∞ = 0, 此时该对象可用下述有

限项卷积模型描述[22]:

yyy(t + 1) =
N∑

i=0

gggiuuu(k − i) +
N∑

i=0

lllieee(k − i) =

[ggg1, · · · , gggn] [uuut, · · · ,uuut−N+1]
T+

[lll1, · · · , llln] [eeet, · · · , eeet−N+1]
T + ggg0uuu(t + 1) + lll0eee(t + 1)

(14)

对比式 (11) 和式 (14) 可得:

Lwwwwwwp =




ggg1 · · · gggN−1 gggN

ggg2 · · · gggN 0
...

...
...

...

gggN 0 · · · 0







uuu(t)
...

uuu(t−N + 1)


 +




lll1 · · · lllN−1 lllN

lll2 · · · lllN 0
...

...
...

...

lllN 0 · · · 0







eee(t)
...

eee(t−N + 1)




(15)

定义:

Lg =




ggg1 · · · gggN−1 gggN

ggg2 · · · gggN 0
...

...
...

...

gggN 0 · · · 0




Lh =




lll0

lll1
...

lllN−1

lll1 · · · lllN−1 lllN

lll2 · · · lllN 0
...

...
...

...

lllN 0 · · · 0




L̃eee =




0 0 · · · 0

lll0 0 · · · 0
...

...
...

...

lllN−2 lllN−3 · · · 0




, ũuup =




uuut

uuut−1

...

uuut−N+1




ẽeep =




eeet+1

eeet

...

eeet−N+1




, ẽeef =




eeet+2

eeet+3

...

eeet+N+1




将式 (15) 代入式 (10) 得:

uuuf = −(λWWWuuu + LT
uuuWWWyyyLuuu)−1LT

uuuWWWyyy(Lgũuup + Lhẽeep − rrrf )

(16)

令KKK = −(λWWWuuu + LT
uuuWWWyyyLuuu)−1LT

uuuWWWyyy, 则式 (16) 可简化为

uuuf = KKK(Lgũuup + Lhẽeep − rrrf ) (17)

将式 (7) 代入式 (17) 得:

yyyf = (I + LuuuKKK)Lgũuup + (I + LuuuKKK)Lhẽeep + L̃eẽeef (18)

设 t + 1 时刻出现新的干扰 eee(t + 1), 则由式 (18) 知:

uuuf = KKK(Lgũuup + llleeee(t + 1)− rrrf ) (19)

yyyf = (III + LuuuKKK)LLLgũuup + (I + LuuuKKK)leeee(t + 1) (20)

式中 llle = [lll0, lll1, · · · , lllN−1]
T.

根据式 (19) 和式 (20) 可计算得到控制变量和输出变量

的方差矩阵:

var(uuut) = var(KKKllleeeeee(t)) =

N∑
i=0

ϕϕϕivar(eeet)ϕϕϕ
T
i (21)

var(yyyt) = var[(I − LuKKK)llleeeeee(t)] =

N∑
i=0

rrrivar(eee(t)rrrT
i (22)

式中 ϕϕϕ = KKKllleee, ϕϕϕi = ϕϕϕ(i, :), rrr = (I − LLLuuuKKK)llleee, rrri = rrr(i, :).

ϕϕϕi 和 ri 是关于 λ 的函数, 令 wwwuuu = WWWuuu(1 : m, 1 : m),

wwwyyy = WWWyyy(1 : l, 1 : l), 得:

uLQG = tr(var[uuut]wwwuuu) (23)

yLQG = tr(var[yyyt]wwwyyy) (24)

式中, uLQG 为控制变量总方差, yLQG 为输出变量总方差. 对

于给定的 λ 值, 由式 (23) 和式 (24) 可以计算得到一组相应

的方差值 (uLQG, yLQG), 并可以由多项式拟合得到 LQG 折

中曲线数学表达式:

yLQG = f (uLQG) (25)

LQG 性能基准可以提供关于控制器性能的更多信息[9],

例如: 一般情况下, 对控制性能的高要求意味着要求系统输

出的变化尽量小, 但同时意味着系统的控制器需要更强的控

制作用. 在相同的控制作用下, LQG 基准可以确定系统输出

方差可以降低到什么程度, 当前控制性能同这种最好性能有

多少差距.
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3 MPC经济敏感度分析及调节准则

3.1 基于方差调节的经济敏感度分析

采用基于方差调节的敏感度分析策略时, 为达到期望

的经济收益, 需要寻找敏感变量, 并确定其相应的方差调节

量[8]. 为了保证操作平稳性, 在调节过程中应满足变量方差

调节幅度最小. 若将 LQG 基准作为敏感度分析的约束条件,

可以构造优化问题 P2, 如下:

min
{ȳyyi,ūuuj ,vi,σyyy,i,σuuu,j ,λ}

l∑
i=1

|vi| (26)

s.t.
J0 − Jdv

∆JI
= RV (27)

yi,min+z αi
2

σy,i(1+vi) ≤ ȳi ≤ yi,max−z αi
2

σy,i(1+vi) (28)

uj,min + 3σu,j ≤ ūj ≤ uj,max − 3σu,j (29)

vi,min ≤ vi ≤ 0, if flagvi = 1 (30)

优化问题 P2 的目标是最小化 yi 的方差调节率 vi, 其中

−1 ≤ vi ≤ 0. 式 (27) 描述期望的经济收益, RV 表示通过方

差调节得到的期望经济潜能比率, 满足 0 ≤ RV ≤ 1. 式 (30)

中 vi,min 是给定方差调节率下限, 标志位 flag = 1 表示方差

可调. 根据给定的期望经济收益 Jdv, 求解优化问题 P2 可以

得到期望经济收益对应的工作点以及各变量的方差调节量和

过程的敏感变量.

3.2 基于约束调节的经济敏感度分析

当输入输出变量约束范围允许松弛时, 可以调节约束边

界实现期望经济收益[8]. 约束调节有上限和下限两个调节方

向, 在调节过程中希望各变量的松弛调节量最小, 由此构造

下述优化问题 P3:

min
{ȳi,ūj ,αyyy,i,βyyy,i,αuuu,j ,βuuu,j}

l∑
i=1

(αyyy,i + βyyy,i) +

m∑
j=1

(αuuu,j + βuuu,j)

(31)

s.t.

yi,min − αy,iRy,i + z αi
2
× σyyy,i ≤ ȳi ≤

yi,max + βyyy,iRyyy,i − z αi
2
× σyyy,i (32)

uj,min − αuuu,jRuuu,j + 3σuuu,j ≤ ūj ≤ uj,max + βuuu,jRuuu,j − 3σuuu,j

(33)
Jdc − J0

∆JI
= RC , ∆JI = JI − J0 (34)

0 ≤ αyyy,i ≤ ᾱyyy,i if flagαyyy,i = 1; αyyy,i = 0 if flagαyyy,i = 0

(35)

0 ≤ βyyy,i ≤ β̄yyy,i if flagβyyy,i = 1; βyyy,i = 0 if flagβyyy,i = 0

(36)

0 ≤ αuuu,j ≤ ᾱuuu,j if flagαu,j = 1; αu,j = 0 if flagαu,j = 0

(37)

0 ≤ βuuu,j ≤ β̄uuu,j if flagβ
u,j

= 1; βµ,j = 0 if flagβ
µ,j

= 0

(38)

优化问题 P3 的目标是最小化输入输出变量的约束调节

率之和. 式 (31) 中 αyyy,i 和 βyyy,i 分别代表 yi 的下限和

上限调节率, αuuu,j 和 βµµµ,j 分别代表 uuuj 的下限和上限调

节率. 式 (32) 和 (33) 中, Ryyy,i(k) = (yi,max − yi,min)/2,

Ruuu,j(k) = (ui,max − ui,min)/2. 式 (34) 中 RC 是期望通过

约束松弛得到的经济潜能比率, 0 ≤ RC ≤ 1. 式 (35)∼ (38)

中标志位 flag 表示约束调节是否被允许. ᾱy,i, β̄y,i, ᾱu,j , β̄µ,j

表示各变量约束限最大可调节率. 根据给定的期望经济收益

Jdc, 求解优化问题 P3 可以得到期望经济收益对应的工作点,

各变量的约束松弛量和过程的敏感变量.

4 仿真研究

Shell 重油分馏塔过程包含 3 个控制变量 (塔顶抽出产品

流量 u1、侧线抽出流量 u2 和塔底回流流量 u3), 3 个输出变

量 (塔顶终馏点 y1, 侧线终馏点 y2 和塔底回流温度 y3) 及 2

个扰动变量 (顶部回流负荷 d1 和中断回流负荷 d2), 过程模

型描述为




y1

y2

y3


 =




4.05
50s+1

e−27s 1.77
60s+1

e−28s 5.88
50s+1

e−27s

5.39
50s+1

e−18s 5.72
60s+1

e−14s 6.90
40s+1

e−15s

4.38
33s+1

e−20s 4.42
44s+1

e−22s 7.2
19s+1







u1

u2

u3


 +




1.20
45s+1

e−27s 1.44
40s+1

e−27s

1.52
25s+1

e−15s 1.83
20s+1

e−15s

1.14
27s+1

1.26
32s+1




[
d1

d2

]

(39)

各变量的上下限约束列于表 1, 其中 ∆ui, i = 1, 2, 3 是

对应控制变量 ui 的变化量.

表 1 各变量上限和下限约束

Table 1 The upper and lower bounds of each variable

变量 上限约束 下限约束

y1 1 −0.5

y2 10 −10

y3 10 0.5

ui, i = 1, 2, 3 −0.5 0.5

∆ui, i = 1, 2, 3 −0.03 0.03

4.1 经济性能评价

为获得 Shell 塔过程输入输出数据, 仿真时假设输入

变量 ui, i = 1, 2, 3 相互独立且分别服从均值为 0, 均方差

为 1 的正态分布. 另外, 假设干扰变量 d1, d2 相互独立且

分别服从均值为 0, 方差为 0.01 的正态分布. 取采样时间

为 1min, 采集 4 000 个辨识样本, 用子空间辨识算法[23] 估

计得到子空间矩阵 Lwww, Luuu, Leee. 进行经济性能评价时, 取

Wyyy = diag{10, 5, 1}, Wuuu = diag{1, 1, 2}, 预测步长为 30, 控

制步长为 2. 当式 (21) 和 (22) 中 N = 50, λ ∈ [1, 1 000], 计

算出不同 λ 对应的输入输出变量方差, 所得到 LQG 折中曲

线如图 2 所示.
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图 2 LQG 折中曲线及工作点位置关系图

Fig. 2 LQG tradeoff curve and operation point location

由图 2 知, 控制变量的方差将随着输出变量方差的增大

而减小, 过程当前工作点位于 LQG 折中曲线之上, 这表明

过程当前经济性能与可达最佳性能之间还有一定距离. 对于

Shell 塔而言, 塔顶终馏点 y1 是一个关键的经济参数, 定义

经济性能优化问题 P1 的目标函数 min J = −y1, 当取输出

变量置信区间为 95%, 控制变量置信区间为 97% 时, 优化得

到 Shell 塔的经济评价结果列于表 2.

由表 2 中数据求得 ηE = ∆JE/∆JI = 34.66%, ηB =

∆JR/∆JI = 73.03%. 这说明通过调节过程工作点可以获得

34.66%̇ 的经济潜能, 而通过采用 LQG 控制可获得 73.03 %

的经济潜能.

4.2 经济敏感度分析及调节准则研究

设期望经济潜能比率为 RC = RV = 60%, 求解优化问

题 P2 和 P3 得到理想工况 (a), 现有方差工况 (b), LQG 方

差工况 (c), 约束松弛 (d) 和方差调节 (e) 下的经济潜能比率

列于图 3. 由图 3 可以明显看出, 理想工况下经济潜能比率最

大, 由约束调节和方差调节所达到的经济潜能比率处在现有

方差工况和改进工况之间.

采用方差调节策略时, 希望 y1, y2, y3 三个变量约束调

节率之和最小, 将图 2 所示的 LQG 折中曲线作为方差调

节准则, 求解优化问题 P2, 所得结果如图 4 所示. 由图

4 知, y1 的方差调节率 v1 = −51.42%, y3 的方差调节率

v3 = −11.42%. 这说明为达到 60% 的经济潜能比率, 需将

y1 方差减小 51.42%, y3 方差减小 11.42%, 因此 y1 和 y3 是

方差调节中的敏感变量, 减小 y1 和 y3 的方差有助于提高系

统经济收益.

采用约束松弛策略时, 求解优化问题 P3 得到的各变量

的上下限约束调节率如图 5 所示. 在图 5 中, 横坐标 1∼ 12

分别代表 y1 下限, y1 上限, y2 下限, y2 上限, y3 下限, y3

上限, u1 下限, u1 上限, u2 下限, u2 上限, u3 下限, u3 上

限. 由图 5 知, 为达到 60% 的经济潜能比率, 需要将 y1 的约

束上限向上调整 14.69 %, 即将原来的约束上限由 1 调整为

1.1469. 这表明 y1 是敏感变量, 调整该变量的约束上限可以

获得较大的经济收益.

5 结论

本文提出了一种基于 LQG 基准的预测控制器经济敏感

图 3 各工况下的经济潜能及期望经济潜能

Fig. 3 Economic potential in different cases and expected

economic benefit

图 4 方差调节

Fig. 4 Variance adjustment

图 5 约束调节

Fig. 5 Constraint adjustment

表 2 Shell 塔经济性能评价数据

Table 2 Economic performance assessment data of Shell tower

操作工况
最优工作点

经济性能 经济潜能
y1 y2 y3 u1 u2 u3

基本工况 0.5652 0.0114 0.2171 0.0683 −0.1981 0.1036 0.5652

理想工况 1.0000 1.0538 0.6589 0.4995 −0.1275 −0.1407 1.0000 0.4348

现有工况 0.7159 1.2912 1.3723 −0.2282 0.1565 0.2267 0.7159 0.1507

改进工况 0.8827 0.4261 0.6268 0.0737 −0.1875 0.1507 0.8827 0.3175
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度分析及调节准则. 首先利用子空间技术辨识得到系统的稳

态模型, 并推导出带输入输出变量加权的 LQG 基准一般描

述形式, 在此基础上, 分别构造了基于方差调节和基于约束

松弛的两个优化命题进行敏感度分析, 由此可以得到方差调

节量和约束松弛量. 针对 Shell 塔的仿真研究表明, 本文方法

能够实现对经济收益的定量分析, 并可以给出提高控制系统

经济收益的调节方案.
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