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大气阻力摄动下平均轨道根数在轨实时确定方法

孙兆伟 1 仲惟超 1 张世杰 1 张 健 1

摘 要 为了满足卫星长期自主运行的任务需求, 本文同时考虑了大气阻力摄动和非球形摄动带谐项两种摄动对卫星平均轨

道根数的影响, 提出了采用滤波算法在轨实时估计平均轨道根数的方法. 基于指数大气密度模型推导了大气阻力摄动下平均

轨道根数的变化率, 分析了非球形带谐项摄动势函数对平均轨道根数的影响并推导了该影响下平均轨道根数变化率的通用计

算方法, 由此建立了滤波状态方程以及以瞬时轨道根数为观测量的量测方程并分析了测量噪声特性; 为减小计算量以便于在

轨实现, 提出采用基于球形单边 Sigma 采样的平方根 UKF (Unscented Kalman filter) 滤波来估计平均轨道根数. 数值仿真

结果表明, 该算法有效、精度较高且鲁棒性好, 能够满足卫星长期自主在轨实时计算平均轨道根数的要求.
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Onboard Real-time Estimation of Mean Orbital Elements with Atmospheric Drag

SUN Zhao-Wei1 ZHONG Wei-Chao1 ZHANG Shi-Jie1 ZHANG Jian1

Abstract To solve the problem of mean orbital elements calculation for long-term autonomous missions, a filter esti-

mation method is used to estimate the mean orbital elements with the effects of atmospheric drag and the gravitational

potential of zonal harmonics. The effects of atmospheric drag are analyzed by virtue of analytical orbital mechanics with

the spherical exponential model of atmospheric density. The general formulas are derived for the rates of change of mean

orbital elements perturbed by gravitational potential zonal harmonics. The state equations and measurement equations

are established to treat the mean orbital elements as state variables and the osculating orbital elements as measurements.

The distribution of the measurement noise is analyzed. In this estimator, the spherical simplex sigma-point selection and

the square root form of unscented Kalman filter (UKF) are fused for less computational cost and better numerical stability

on-board. Numerical simulations are performed to demonstrate the viability of the proposed method. Comparison with

another approach shows that the proposed one can estimate mean orbital elements on-board for a real-time and long-term

mission and can offer a higher accuracy.
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在卫星长期任务规划以及轨道的修正、保持和

机动等任务中, 平均轨道根数作为描述卫星长期运
动规律的变量, 是任务设计的关键参数[1−2]. 因此,
精确计算平均轨道根数是实现各种轨道任务的重要

基础. 尤其对于近几年兴起的卫星自主飞行任务[3],
更要求卫星通过星载设备自主进行平均轨道根数的

在轨实时计算, 进而为自主任务规划提供依据[4−5].
对于平均轨道根数的计算, 传统方法是基于大

量的地面观测数据, 利用最小二乘法或扩展卡尔
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曼滤波迭代计算该观测弧段初始时刻的平均轨道

根数[6]. 可见这种方式只适合离线的轨道分析, 缺
乏实时性和自主性. 为此有学者基于 Brouwer 和
Lyddane 理论提出了根据当前测量数据实时计算平
均根数的直接解析方法[7], 但该方法精度不高. 此
外, 除了地球非球形摄动, 大气阻力摄动对平均轨道
根数的影响也是主要研究内容之一. 在已有文献中,
通常采用指数大气模型[8]. 由于大气的复杂属性, 指
数大气模型与真实大气模型偏差较大. 此时, 仍采用
解析法计算平均轨道根数, 对计算精度影响较大.

鉴于现有方法的不足, 本文考虑大气阻力摄动
和地球非球形摄动的影响, 以小偏心率低轨卫星为
研究对象, 将轨道理论中的解析方法与现代滤波理
论相结合,基于UKF (Unscented Kalman filter)滤
波算法提出一种既满足自主性和实时性, 又具有较
强的鲁棒性的平均轨道根数确定方法. 为了使算法
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满足长期运行的要求, 本文研究的平均轨道根数同
时包含长期项和长周期项.

1 大气阻力摄动对平均轨道根数的影响

对于低轨卫星, 大气阻力摄动是主要的摄动因
素之一. 本文主要研究轨道高度在 550 km∼ 700 km
范围内的小偏心率低轨卫星. 卫星在轨运行时, 单位
质量上受到的大气阻力为[5]

FFF drag = −1
2

SCD

m
ρ (vvvsat − vvvatm) ‖vvvsat − vvvatm‖ (1)

式中, S 为在垂直卫星速度方向上的横截面积,
CD 为阻力系数, m 为卫星质量, ρ 为大气密度,
vvvsat 为卫星速度矢量, vvvatm 为大气速度矢量. 这
里假设大气运动速度与地球自转速度相同, 即

vvvatm =
[
0 0 ωe

]T

× rrr, 其中, ωe 为地球自转角

速度, rrr 为卫星位置矢量.
将大气阻力分解成速度方向分量 FT、轨道面内

垂直速度矢量指向外的分量 FN 以及轨道面法向分

量 FW, 则有:



FT = −1
2
K1n

2a2ρ
1 + 2e cos f + e2

1− e2

FN = 0

FW = −1
2
K2naρr cos u sin i

√
1 + 2e cos f + e2

1− e2

(2)
式中, n为卫星平均角速度, f 为真近点角, u为纬度

幅角. K1 = (CDS1/m) Q, K2 = (CDS2/m) ωe

√
Q,

Q = (1− rpωe cos i/vp)
2, S1 和 S2 分别为垂直切向

和轨道面法向的横截面积, rp 为近地点地心距, vp

为近地点卫星速率.
令大气阻力引起的平均轨道根数变化为

σ̇σσdrag =
[
ȧdrag ėdrag i̇drag Ω̇drag ω̇drag Ṁdrag

]T

(3)
因为大气阻力摄动为非保守力摄动, 因此, 采用

Gauss 型摄动方程研究轨道根数的变化率[6]. 将式
(2) 代入 Gauss 型摄动运动方程可得:

σ̇σσdrag =



− K1na2ρ

(1−e2)
3
2

(1+2e cos f+e2)
3
2

− K1naρ

(1−e2)
1
2

(cos f+e)(1+2e cos f+e2)
1
2

− K2aρ sin i

4(1+e cos f)2
(1+cos 2u)(1−e2)(1+2e cos f+e2)

1
2

− K2aρ sin 2u

4(1+e cos f)2 (1−e2)(1+2e cos f+e2)
1
2

−K1naρ sin f

e(1−e2)
1
2

(1+2e cos f+e2)
1
2−cos i·Ω̇drag

−K1naρ sin f

e(1+e cos f)(1+e cos f+e2)(1+2e cos f+e2)
1
2




(4)

对于球对称且标高为常数的指数大气模型, 大
气密度 ρ 可以表示为

ρ = ρ0 exp
(

r0 − r

H

)
(5)

式中, H 为标高, r 为地心距, ρ0 为地心距 r0 处的

大气密度.
对于小偏心率卫星, 因其轨道高度变化范围不

大, 所以指数大气模型能够计算出较准确的大气密
度. 若取 r0 为近地点处的地心距, 并将大气密度展
开成级数形式, 有:

ρ = ρ0 exp
(−ae

H

) ∞∑
k=0

ae cos E

H
(6)

根据平均值理论, 可知摄动运动方程在一个轨
道周期内平均值可定义为[9]

F̄FF =
1
T

∫ T

0

FFFdt =
1
2π

∫ 2π

0

FFFdM (7)

式中, T 为卫星的轨道周期, M 为平近点角. 则大
气摄动的短周期部分为 FFF s = FFF − F̄FF .

将偏近点角 E 和真近点角 f 与平近点角M 的

转化公式[6] 以及式 (4) 和式 (6) 代入式 (7), 可得到
由大气阻力摄动引起的平均轨道根数的变化率 (见
式 (8)).

式 (8) 中, Ij (j = 0, · · · , 4) 为 Bessel 函数. 大
气标高可由如下公式计算[5]:

H = 61.85+5.9483895
(

exp
(

h− 500
99.5

ln 2
)
− 1

)

式中, h 为轨道高度. 该公式对轨道高度满足
480 km ≤ h < 900 km 的低轨卫星有效.

2 带谐项摄动对平均轨道根数的影响

由于田谐项只影响卫星的短周期运动, 这里仅
考虑摄动势函数的带谐项, 可表示为

Rzonal = −µ

r

∞∑
n=2

Jn

(re

r

)n

Pn (sinϕ) (9)

式中, re 为地球半径, ϕ 为地心纬度并满足 sinϕ =
sin i sin (ω + f), Pn 是 Legendre 多项式. 可见, 带
谐项是真近点角的函数, 故将式 (7) 改写为

F̄FF =
1
2π

∫ 2π

0

FFF
1√

1− e2

(r

a

)2

df (10)
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σ̇σσdrag =




−K1ρ0na2

(
I0 + 2eI1 +

3
4
e2 (I0 + I2) +

1
4
e3 (3I1 + I3) +O (e4)

)
exp

(−ae

H

)

−K1ρ0na

(
I1 +

e

2
(I0 + I2)− e2

8
(5I1 + I3)− e3

16
(5I0 + 4I2 − I4) +O (e4)

)
exp

(−ae

H

)

−1
4
K2ρ0a sin i (I0 − 2eI1 + (I2 − 2eI1) cos 2ω +O (e2)) exp

(−ae

H

)

−1
4
K2ρ0a (I2 − 2eI1 +O (e2)) exp

(−ae

H

)

− cos i · Ω̇drag

3
4
K1ρ0n

2a

(
I0 + 2eI1 +

3
4
e2 (I0 + I2) +

1
4
e3 (3I1 + I3) +O (e4)

)
(t− t0) exp

(−ae

H

)




(8)

与处理大气阻力摄动的方法类似, 将式 (9) 展
开成有关真近点角的级数形式并代入式 (10), 以提
取出摄动势函数的长期部分 Rc 和长周期部分 Rl,
分别如式 (11) 和式 (12) 所示.

Rc = −µ

a

∑
n≥2+2

(re

a

)n

JnKn+1 (e)

n
2∑

q=0

(−1)
1
2 (n+2q)2−(n+2q)×

C
n
2−q
n Cn

n+2qC
2q
q (sin i)2q (11)

Rl = −µ

a

∑
n≥3

(re

a

)n

Jn

1
2 (n−2+δ1)∑

p=0

Kp
n+1 (e)

[(1− δ1) cos (n− 2p) ω + δ1 sin (n− 2p) ω]×
[ p∑

q=0

(−1)
1
2 (n+2q−δ1)2−(2n−2p+2q−1)×

Cp−q
n Cn

2n−2p+2qC
q
n−2p+2q(sin i)n−2p+2q

]
(12)

式中, Kn+1(e) = (1− e2)−(n− 1
2 ) ∑n−1−δ2

l=0+2
Cl

n−1 ·
C

l
2
l ( e

2
)l, Kp

n+1(e)=δ3(1− e2)
1
2−n ∑n−2

l=(n−2p)+2
Cl

n−1 ·
C

l−n+2p
2

l
el

2l , Cm
n = n!

m!(n−m)!
, δ1 = 1

2
[1 − (−1)n],

δ2 = 1−(−1)n+1

2
, δ3 =

{
0, p = 0
1, p 6= 0

.

由文献 [6] 可知, 由于非球形摄动势函数是非线
性的, 故其短周期部分对平均轨道根数也有影响, 其
量级与 J4 项量级相同, 因此不能忽略. 而大气阻力
摄动短周期部分 FFF s 对平均轨道根数的影响在量级

上远小于其平均值部分 F̄FF 的影响, 故本文不对其分
析. 非球形摄动势函数短周期部分的长期和长周期

作用可以表示为

〈Rs〉 =
3J2

2 r4
eµ

128η7a5

[
cos4i

(
5η2 + 36η + 35

)−

cos2i
(
18η2 − 24η − 10

)
+ 5η2 − 4η − 5+

e2
(
30cos4i− 32cos2i + 2

)
cos 2ω

]
(13)

式中, η =
√

1− e2.
带谐项摄动为保守力摄动, 因此将式 (11)∼ 式

(13) 表示的摄动势函数代入拉格朗日型摄动运动方
程[6], 可以直接得到在带谐项摄动作用下平均轨道
根数的变化率, 记为 σ̇σσzonal. 由于篇幅限制, a 的具体

表达式不再展开. 其中, 半长轴、偏心率和轨道倾角
的长期项变化率为 0. 结合式 (8) 可知, 半长轴、偏
心率和轨道倾角只在大气阻力摄动影响下存在长期

衰减.

3 球形单边平方根UKF滤波

UKF 滤波是针对非线性系统设计的滤波方法,
具有较高的精度和较好的鲁棒性[10−11]. 本文采用球
形单边 Sigma 点技术[12], 在不降低精度的前提下,
大幅减少计算量以满足在轨实时计算的要求. 此外,
采用平方根形式的 UKF 可以在保证滤波数值稳定
性的同时, 进一步降低计算量[13].

3.1 状态方程和量测方程

结合第 1 节和第 2 节中内容, 以平均轨道根数
作为状态变量 xxx, 以瞬时轨道根数作为直接观测量
yyy, 可建立状态方程和量测方程.

ẋxx (tk) = σ̇σσzonal (xxx, tk) + σ̇σσdrag (xxx, tk) + www (tk) (14)

yyy (tk) = hhh (xxx) =

xxx (tk) + σσσs zonal (xxx, tk) + σσσs drag (xxx, tk) + vvv (tk)
(15)

式中, σσσs zonal 和 σσσs drag 分别为非球形摄动和大气阻

力摄动影响下的轨道根数短周期项, 其详细推导过
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程可参见文献 [14−15]. www 和 vvv 分别为系统状态噪

声和量测噪声, 其中 www 是服从于 N(0, Q) 的高斯噪
声, Q 为协方差矩阵.

由于瞬时轨道根数是无法直接测量获得的, 而
是根据测量的位置和速度信息计算得到的, 因此需
要对瞬时轨道根数的误差分布进行分析. 此外, 卫星
的位置和速度转换到卫星瞬时轨道根数是非线性的,
很难采用解析方法来研究轨道根数的误差. 为此本
文采用蒙特卡罗仿真来研究瞬时轨道根数的误差分

布. 假设位置和速度的测量误差分别为 5m (1σ, 三
轴) 和 0.002m/s (1σ, 三轴), 卫星的初始瞬时轨道
根数如表 1 所示.

表 1 初始瞬时轨道根数

Table 1 Initial osculating elements

瞬时轨道根数 数值

半长轴 a (km) 7 000

偏心率 e 0.01

轨道倾角 i (◦) 55

升交点赤径 Ω(◦) 10

近心点角距 ω (◦) 10

平近点角M (◦) 10

通过 10 000 次蒙特卡罗法仿真, 可以得到瞬时
轨道根数的误差方差和误差分布情况, 分别如表 2
和图 1 所示.

表 2 瞬时轨道根数误差方差

Table 2 Covariance of measurement

瞬时轨道根数误差方差 数值

半长轴 a (m2) 38.0

偏心率 e 2.28× 10−13

轨道倾角 i (deg2) 1.03× 10−13

升交点赤径 Ω(deg2) 1.36× 10−13

近心点角距 ω (deg2) 2.59× 10−9

平近点角M (deg2) 2.60× 10−9

图 1 瞬时轨道根数误差分布

Fig. 1 Distribution of osculating elements errors

由分析可知, 瞬时轨道根数误差均值近似为零
且满足正态分布, 即测量噪声为服从 N(0, R) 的高
斯噪声, R 为协方差矩阵, 可由表 2 给出.

3.2 球形单边 Sigma点采样方法

球形单边 Sigma 点的确定过程是一个迭代过
程, 步骤如下:

1) 选取 0 ≤ W0 ≤ 1;
2) 计算 i 6= 0 时, Sigma 点的权值:

Wi =
1−W0

n + 1
(16)

3) 迭代的初始向量为 Z1
0 = [0], Z1

1 =[
− 1√

2W1

]
, Z1

2 =
[

1√
2W1

]
;

4) 当向量维数大于 1 维时, 迭代公式为

ZZZj
i =





[
Zj−1

0

0

]
, i = 0


 Zj−1

i

−1√
j(j+1)W1


 , i = 1, · · · , j


 0j−1

j√
j(j+1)W1


 , i = j + 1

(17)

3.3 滤波流程

对于由式 (16) 表示的状态方程和量测方程, 滤
波算法步骤如下:

1) 计算 Sigma 点

χχχk−1|i = x̂xxk−1 + Sxxxk−1ZZZi, i = 0, · · · , n + 1 (18)

式中, Sxxxk
为状态方差的平方根, 其初值为

Sx0 = chol
(
E [xxx0 − x̂xx0] [xxx0 − x̂xx0]

T
)

其中, chol(·) 表示 Cholesky 分解.
2) UKF 时间更新

x̂xx−k =
n+1∑
i=0

wm
i χχχk|i (19)

S−xxxk
= qr

([√
W c

1

(
χχχk|1:n+1 − x̂xx−k

)
,
√

Q
])

(20)

S−xxxk
= cholupdate

(
S−xxxk

,χχχk|0 − x̂xx0,W0

)
(21)

χχχ∗k|i = x̂xx−k + S−xxxk
ZZZi (22)

γγγk|i = hhh
(
χχχ∗k|i

)
(23)

ŷyy−k =
n+1∑
i=0

Wiγγγk|i (24)
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式中, qr(·) 和 cholupdate(·) 分别表示 QR 分解和
Cholesky 一阶更新, χχχk|i 为状态变量 Sigma 点集
的一步预测值. 本文采用对状态方程进行数值积分
的方法计算 χχχk|i, 可以很好地平衡计算量和计算精
度[16], 同时避免了状态方程离散化产生的离散化误
差.

3) UKF 量测更新

Syyyk
= qr

([√
W1

(
γγγk|1:n+1 − ŷyy−k

)
,
√

R
])

(25)

Syyyk
= cholupdate

(
Syyyk

, γγγk|0 − ŷyy−k ,W0

)
(26)

Pxxxyyyk
=

n+1∑
i=0

Wi

[
χχχk|i − x̂xx−k

] [
γγγk|i − ŷyy−k

]T
(27)

Kk =

Pxxxyyyk

ST
yyyk

Syyyk

(28)

x̂xxk = x̂xx−k + Kk

(
yyyk − ŷyy−k

)
(29)

U = KkSyyyk
(30)

Sxxxk
= cholupdate

(
S−xxxk

, U,−1
)

(31)

式中, yyyk 为 tk 时刻的瞬时轨道根数, x̂xxk 为平均轨道

根数的估计值.

4 仿真验证

卫星初始时刻的瞬时轨道根数如表 1 所示. 考
虑非球形摄动带谐项阶数为 n = 8, 且采用指数大气
模型. 卫星质量为 6 kg, 阻力系数 CD = 2.2, 横截面
积 S = 0.2474. 此外, 考虑日月引力摄动、光压摄动
和潮汐摄动等摄动因素生成测量轨道数据.
设初始平均轨道根数的估计值如表 3 所示.

表 3 初始拟平均轨道根数估计值

Table 3 Initial mean orbital elements

平均轨道根数 数值

半长轴 a (km) 6 995

偏心率 e 0.0094

轨道倾角 i (◦) 54.7

升交点赤径 Ω(◦) 9.6

近心点角距 ω (◦) 8.4

平近点角M (◦) 15.5

初始误差矩阵为

P0 = diag
{[

δ2
Pa

, δ2
Pe

, δ2
Pi

, δ2
PΩ

, δ2
Pω

, δ2
PM

]}

式中, δ2
P 为状态变量初始估计误差方差, 且





δ2
Pa

= 1 000 m2, δ2
Pe

= 0.00001
δ2

Pi
= 0.02 deg2, δ2

PΩ
= 0.045 deg2

δ2
Pω

= 0.3 deg2, δ2
PM

= 0.3 deg2

系统过程噪声矩阵为

Q0 = diag
{[

δ2
Qa

, δ2
Qe

, δ2
Qi

, δ2
QΩ

, δ2
Qω

, δ2
QM

]}

式中, δ2
Q 为系统状态变量过程噪声方差, 且





δ2
Qa

= 1× 10−8 m2 , δ2
Qe

= 1× 10−16

δ2
Qi

= 1× 10−16 deg2, δ2
QΩ

= 1× 10−18 deg2

δ2
Qω

= 1× 10−15 deg2, δ2
QM

= 1× 10−14 deg2

量测噪声方差阵为

R = diag
{[

δ2
Ra

, δ2
Re

, δ2
Ri

, δ2
RΩ

, δ2
Rω

, δ2
RM

]}

式中, δ2
R 为量测噪声方差, 其具体取值见表 2.

根据表 1 的卫星轨道参数进行分析, 其长周期
项周期大约为 5 个月. 为说明算法的长期有效性, 选
取仿真时间为 6 个月 (180 天), 采样周期为 60 秒.
仿真结果如图 2∼图 4 所示, 给出了半长轴、偏心率
和轨道倾角的计算结果.

图 2 半长轴

Fig. 2 Semimagjor axis
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图 3 偏心率

Fig. 3 Eccentricity

图 4 轨道倾角

Fig. 4 Inclination

图 2∼ 4 中分别给出了采用滤波算法和直接法
计算得到的平均根数, 以及瞬时轨道根数. 局部放大
图表示第 180 天的平均轨道根数仿真结果. 从仿真
结果图 2∼ 4 中可以看出, 本文算法能够长期应用于
平均轨道根数的计算. 由于大气阻力摄动的影响, 半
长轴存在长期衰减; 偏心率受到长周期项和长期项
的共同作用, 其长期趋势是减小的; 轨道倾角的变化
范围很小, 由摄动产生的长周期项和长期项作用不
明显. 通过与直接法的比较可以看出本文算法计算
出的平均轨道根数更平滑, 不易受测量噪声的影响.
为说明本文算法的精度, 表 4 给出了本文算法与直
接法的精度. 由表 4 可知, 本文算法的精度高于直接
法. 为进一步说明本文算法鲁棒性, 采用更为复杂和
精确的 NRLMSISE-00 大气密度模型生成测量数据
并进行仿真. 由仿真结果可知, 本文算法依然有效,
其精度如表 4 所示.

表 4 平均轨道根数估计精度

Table 4 Estimation accuracy of mean orbital elements

轨道根数 直接法 滤波法 (指数大气) 滤波法 (NRLMSISE-00)

a (km) 20 2.5 2.8

e 4.9× 10−5 5.0× 10−6 5.2× 10−6

i (◦) 5.1× 10−5 4.0× 10−6 5.6× 10−6

Ω (◦) 2.2× 10−4 3.1× 10−5 4.5× 10−5

ω (◦) 0.15 0.016 0.02

5 结论

1) 本文针对卫星长期自主运行的发展需求, 以
小偏心率低轨卫星为研究对象, 同时考虑地球非球
形摄动和大气阻力摄动的影响, 提出了一种基于球
形单边平方根 UKF 滤波的平均轨道根数计算方法.
与传统方法相比, 本文算法能满足自主卫星在轨实
时计算平均轨道根数的要求. 由仿真结果可知, 本文
算法具有长期有效、精度较高、稳定性好和鲁棒性

好等优点.
2) 本文是在卫星无轨道机动的情况下研究的平

均轨道根数确定方法. 但卫星在轨运行通常需进行
变轨、保持等轨道机动操作, 尤其对于编队卫星的队
形保持和队形重构等任务, 其轨道控制更加频繁. 因
此, 下一步工作可研究在卫星存在轨道机动时平均
轨道根数的滤波估计算法.
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