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基于包含度的区间二型模糊粗糙集

赵 涛 1 肖 建 2

摘 要 基于区间二型模糊包含度的公理化定义, 给出了新的区间二型模糊包含度计算公式. 进一步, 通过包含度定义了区间

二型模糊粗糙集, 并讨论了它的一些基本性质. 最后, 利用区间二型模糊粗糙集研究了连续域决策信息系统的属性约简, 给出

了新的约简方法. 实例说明了该约简方法的具体计算步骤, 并且通过实验验证了该算法的有效性和可行性.
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Zadeh 在给出一型模糊集[1] 的概念时, 就定义
了两个模糊集的包含关系, 不过这种包含关系是清
晰关系, 即一个模糊集要么包含于另一个模糊集, 要
么不包含于另一个模糊集. 后来, 人们扩展了模糊包
含度的概念, 将清晰关系推广到模糊关系, 此时模糊
包含度表示一个模糊集包含于另一个模糊集的程度,
即包含度可取 [0, 1] 上的任意值. 为了增强系统处理
不确定性的能力, Zadeh 在 1975 年又提出了二型模
糊集[2], 二型模糊集具有良好的抗噪性能, 在高度不
确定场合具有超越一型模糊集的性能表现, 由于二
型模糊集计算复杂, 使其在实际中的应用受到了限
制. 相反, 二型模糊集的简化版本— 区间二型模糊

集却得到了较大的关注. 一型模糊包含度已经被广
泛研究, 目前已经存在几十种一型模糊包含度, 但没
有一种包含度具有通用的性能, 即某种包含度对一
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些数据具有较好性能, 对另一些数据却效果较差, 这
也是出现如此多包含度的原因. 相对一型模糊包含
度, 二型模糊包含度的研究还比较少, Yang 等[3] 给

出了二型模糊包含度的公理化定义, 并研究了它和
二型模糊相似度的关系; Hwang 等[4] 基于 Sugeno
积分提出了新的二型模糊包含度, 并讨论了它的性
质. 二型模糊包含度面临着一型模糊包含度同样的
问题, 即不具有通用的包含度, 因此, 有必要扩展二
型模糊包含度的理论与应用研究.

粗糙集理论[5−6] 是继模糊集理论后, 又一处理
不确定性的数学工具, 经过几十年的发展, 它的理论
与应用都得到了不断的完善. 传统粗糙集仅能处理
知识库中的知识是清晰的且被近似的概念是清晰的

情形. 若知识库中的知识是模糊的且被近似的概念
是模糊的, 传统粗糙集将无能为力. 由于模糊集和粗
糙集都可以用来描述知识的不确定性, 而且各自的
特点不同, 因此粗糙集和模糊集具有很强的互补性.
为了处理知识库中的知识是清晰的而被近似的概念

是模糊的, 或者知识库中的知识是模糊的而被近似
的概念是模糊的情形, Dubois 等首先将粗糙集和模
糊集结合研究, 将清晰概念推广到模糊概念, 提出了
粗糙模糊集[7], 进一步他们把清晰划分推广到模糊
划分, 又给出了模糊粗糙集[7] 的概念. 传统模糊集
虽然能较好地描述模糊性, 但它采用单值的隶属函
数表示 “一定程度上属于” 的关系, 即单值的隶属度
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包含了支持和反对的程度, 使得它不能表示中立. 因
此, 直觉模糊集通过设定隶属度、非隶属度、踌躇度,
很好地解决了现实生活中的踌躇信息. Cornelis 首
先将粗糙集和直觉模糊集[8−9] 相结合, 提出了直觉
模糊粗糙集[10], 后来人们不断扩充了直觉模糊粗糙
集的理论与应用研究[11−15], 但是目前大多学者都致
力于直觉模糊粗糙集近似算子的构造, 关于利用直
觉模糊粗糙集进行属性约简的研究还相当少.
二型模糊集通过对隶属度进行再次的模糊化表

示, 提高了处理不确定性的能力, 特有的 “宽带” 效
应又提供了额外的设计自由度, 使其在高度不确定
场合具有明显超越一型模糊集的性能表现. 然而, 关
于区间二型模糊集和粗糙集的结合研究还较少, Wu
等[16] 基于区间二型模糊关系定义了区间二型模糊

粗糙集, 并针对连续域决策信息系统提出了区间二
型模糊粗糙 QuickReduct 算法. 文献 [16] 中的区间
二型模糊粗糙集模型结合了区间二型模糊集和粗糙

集的特征, 因此它可以有效处理高度不确定数据和
噪音数据. 尽管如此, 文献 [16] 中的模型不具有变
精度粗糙集的思想, 因此对错分敏感, 由此可能造成
“某些与被近似概念相近的知识在下近似计算中被
遗弃” 的结果, 这里的错分指 “错误或丢失的分类”.
为了建立一个能有效处理高度不确定数据, 且对错
分不敏感的健壮模型, 本文首先在区间二型模糊包
含度的公理化定义下, 给出了新的区间二型模糊包
含度计算公式. 然后, 通过包含度定义了区间二型模
糊粗糙集, 并讨论了它的一些基本性质. 进一步, 利
用区间二型模糊粗糙集研究了连续域决策信息系统

的属性约简问题, 给出了约简方法, 实例说明了该约
简方法的计算步骤. 最后, 实验结果表明了本文所提
约简算法的有效性和可行性.

1 区间二型模糊包含度

本节首先简要回顾区间二型模糊集的概念及区

间二型模糊包含度的一些基本术语, 然后基于区间
二型模糊包含度的公理化定义给出新的区间二型模

糊包含度的计算公式.
定义 1[17]. 设X 为论域, 一个二型模糊集 A 可

以表达为

A =
∫

x∈X

uA(x)
x

=
∫

x∈X

∫
u∈Jx

fx(u)

u

x
, Jx ⊆ [0, 1]

其中, 称 uA(x) =
∫

u∈Jx
fx(u)/u 为次隶属函数,

fx(u) 是 x 的次隶属度. Jx 的并集称为不确定性

的迹 (Footprint of uncertainty, FOU), FOU 的上、
下限对应上、下隶属函数.
定义 2[17]. 次隶属度值均为 1 的二型模糊集合

称为区间二型模糊集合, 即

A =
∫

x∈X

uA(x)
x

=
∫

x∈X

∫
u∈Jx

1
u

x
, Jx ⊆ [0, 1]

一般地, IF2(X) 表示论域 X 上的所有区间二
型模糊集.
定义 3[17]. ∀A,B ∈ IF2(X), 令 A,B 的上、下

隶属函数分别为 ūA(x) 与 uA(x), ūB(x) 与 uB(x),
序关系 ⊆ 定义为: A ⊆ B ⇔ ∀x ∈ X, ūA(x) ≤
ūB(x) 且 uA(x) ≤ uB(x).

定义 4[3]. 实函数 I : IF2(X)×IF2(X) → [0, 1]
称为区间二型模糊包含度, 若 I 满足:

1) ∀A ∈ IF2(X), I(A,A) = 1;
2) ∀A,B ∈ IF2(X), A ⊆ B ⇔ I(A,B) = 1;
3) ∀A,B, C ∈ IF2(X), A ⊆ B ⊆ C ⇒

I(C, A) ≤ I(B,A), I(C, A) ≤ I(C,B).
基于上述包含度的公理化定义, 本文提出新的

包含度计算公式, 具体形式如下:

I1(A,B) =
1

2
∫

x∈X

dx

[ ∫

x∈X

min(1, 1− ūA(x) + ūB(x))dx +

∫

x∈X

min(1, 1− uA(x) + uB(x))dx
]

其中,
∫
表示积分, 对于离散论域 X , 相应的

用
∑
代替

∫
.

定理 1. I1(·, ·) 是一个区间二型模糊包含度.
证明. 1) ∀A ∈ IF2(X), I1(A,A) =

1
2

∫
x∈X

dx
[

∫
x∈X

min(1, 1 − ūA(x) + ūA(x))dx +
∫

x∈X

min(1, 1− uA(x) + uA(x))dx] = 1.

2) ∀A,B ∈ IF2(X), 若 A ⊆ B, 则 ∀x ∈
X, ūA(x) ≤ ūB(x) 且 uA(x) ≤ uB(x). 故
I1(A,B) = 1

2
∫

x∈X

dx

[ ∫
x∈X

min(1, 1 − ūA(x) +

ūB(x))dx +
∫

x∈X

min(1, 1 − uA(x) + uB(x))dx
]

=

1
2∗ ∫

x∈X

dx

[ ∫
x∈X

dx +
∫

x∈X

dx
]

= 1

另一方面, 若 I1(A,B) = 1, 则
1

2
∫

x∈X

dx

[ ∫
x∈X

min(1, 1 − ūA(x) + ūB(x))dx +
∫

x∈X

min(1, 1− uA(x) + uB(x))dx
]

= 1

⇒ ∫
x∈X

[
2 −min(1, 1− ūA(x)+ ūB(x))−min(1, 1−

uA(x) + uB(x))
]
dx = 0

⇒ 2 − min(1, 1 − ūA(x) + ūB(x)) − min(1, 1 −
uA(x) + uB(x)) = 0
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⇒ min(1, 1 − ūA(x) + ūB(x)) = 1 且

min(1, 1− uA(x) + uB(x)) = 1
⇒ 1− ūA(x)+ ūB(x) ≥ 1且 1−uA(x)+uB(x) ≥ 1
⇒ ūA(x) ≤ ūB(x) 且 uA(x) ≤ uB(x)⇒ A ⊆ B.

3) ∀A,B, C ∈ IF2(X), 若 A ⊆ B ⊆ C, 则
∀x ∈ X, ūA(x) ≤ ūB(x) ≤ ūC(x) 且 uA(x) ≤
uB(x) ≤ uC(x). 故 I1(C, A) = 1

2
∫

x∈X

dx

[ ∫
x∈X

min

(1, 1− ūC(x)+ ūA(x))dx+
∫

x∈X

min(1, 1−uC(x)+

uA(x))dx
]
≤ 1

2
∫

x∈X

dx

[ ∫
x∈X

min(1, 1 − ūB(x) +

ūA(x))dx +
∫

x∈X

min(1, 1 − uB(x) + uA(x))dx
]

=

I1(B,A).
类似地, I1(C,A) ≤ I1(C, B). ¤
定理 2. 1) ∀A,B, C ∈ IF2(X), A ⊆ B ⇒

I1(A,C) ≥ I1(B,C).
2) ∀A,B, C ∈ IF2(X), A ⊆ B ⇒ I1(C, A) ≤

I1(C, B).
证明. 1) 考虑如下三种情况:
a) 若 A ⊆ B ⊆ C, 则 I1(A,C) = 1 且

I1(B,C) = 1, 故 I1(A,C) ≥ I1(B,C).
b) 若 A ⊆ C ⊆ B, 则 I1(A,C) = 1 且

I1(B,C) ≤ 1, 故 I1(A,C) ≥ I1(B,C).
c) 若 C ⊆ A ⊆ B, 则 I1(A,C) ≥ I1(B,C).
2) 类似 1) 可直接得到. ¤
定理 3. 1) ∀A,B, C ∈ IF2(X), I1(A ∪ B,A ∪

C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.
2) ∀A,B, C ∈ IF2(X), I1(A ∩ B,A ∩ C) =

max{I1(A,C), I1(B,C)}.
证明. 1) 考虑如下六种情况: a) 若 A ⊆ B ⊆

C, 则 A∪B ⊆ A∪C, 故 I1(A∪B,A∪C) = 1. 另,
I1(B,A) ≤ 1 且 I1(B,C) = 1. 所以 I1(A ∪ B,A ∪
C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

b)若B ⊆ A ⊆ C,则A∪B ⊆ A∪C,故 I1(A∪
B,A ∪ C) = 1. 另, I1(B,A) = 1 且 I1(B,C) = 1.
所以 I1(A∪B,A∪C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

c) 若 A ⊆ C ⊆ B, 则 I1(A ∪ B,A ∪ C) =
I1(B,C).另, I1(B,A) ≤ I1(B,C).故 I1(A∪B,A∪
C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

d) 若 C ⊆ A ⊆ B, 则 I1(A ∪ B,A ∪ C) =
I1(B,A).另, I1(B,A) ≥ I1(B,C).故 I1(A∪B,A∪
C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

e) 若 B ⊆ C ⊆ A, 则 I1(A ∪ B,A ∪ C) =
I1(A,A) = 1. 另, I1(B,A) = I1(B,C) = 1. 故
I1(A ∪B,A ∪ C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

f) 若 C ⊆ B ⊆ A, 则 I1(A ∪ B,A ∪ C) =
I1(A,A) = 1. 另, I1(B,A) = 1 且 I1(B,C) ≤ 1. 故
I1(A ∪B,A ∪ C) = max{I1(B,A), I1(B,C)}.

2) 类似 1) 可直接得到. ¤

2 区间二型模糊粗糙集

本节首先简要回顾一型模糊粗糙集及区间二型

模糊粗糙集模型. 然后, 基于区间二型模糊包含度定
义了新的区间二型模糊粗糙集, 并讨论了它的一些
基本性质.
定义 5. 设 X 是有限非空论域, Ai ∈ IF2(X),

1 ≤ i ≤ n, 称 ψ = {A1, A2, · · · , An} 为 X
上的一个区间二型模糊划分, 若下列条件满足:
∪

1≤i≤n
sup p(Ai) = X 且 ∪

1≤i≤n
sup p(Ai) = X. 其

中, Ai 和 Ai 分别为 Ai 的上隶属函数及下隶属函数

所确定的一型模糊集, sup p(Ai) 和 sup p(Ai) 分别
表示一型模糊集 Ai 及 Ai 的支撑集.
定义 6[7]. 设 P = {F1, F2, · · · , Fk} 是由 X 上

的一型模糊划分, 对于 X 上的任意一型模糊集 A,
则 A 关于 P 的上近似和下近似定义为:

uA∗(Fi) = sup min
x∈X

{uFi
(x), uA(x)}

uA∗(Fi) = inf max
x∈X

{1− uFi
(x), uA(x)}

定义 7[16]. 令 R ∈ IF2(X ×X), A ∈ IF2(X),
定义区间二型模糊近似算子 R∗, R∗ : IF2(X) →
IF2(X), 即

R∗A ≡
∫

x∈X

∫

u∈DR(A)(x)

1
x, u

R∗A ≡
∫

x∈X

∫

u∈DR̄(A)(x)

1
x, u

其中, 对任意 x ∈ X, DR(A)(x) ≡ [uR∗A(x),
ūR∗A(x)],DR̄(A)(x) ≡ [uR∗A(x), ūR∗A(x)] 且

uR∗A(x) = ∧
y∈X

[(1− uR(x, y)) ∨ uA(y)]

ūR∗A(x) = ∧
y∈X

[(1− uR(x, y)) ∨ ūA(y)]

uR∗A(x) = ∨
y∈X

[ūR(x, y) ∧ uA(y)]

ūR∗A(x) = ∨
y∈X

[ūR(x, y) ∧ ūA(y)]

定义 8. 设 ψ = {A1, A2, · · · , An}为X 上的区
间二型模糊划分, I(·, ·) 为 IF2(X) 上的包含度, 称
R = (X, ψ, I) 为区间二型模糊包含近似空间, 对于
任意的 A ∈ IF2(X),A 关于 R = (X, ψ, I) 依参数
0 ≤ β < α ≤ 1 的下近似 Rα(A) 和上近似 R̄β(A)
是定义在 X 上的一对区间二型模糊集:

Rα(A) = ∪{Ai|I(Ai, A) ≥ α}
R̄β(A) = ∪{Ai|I(Ai, A) > β}
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A 关于 R = (X, ψ, I) 依参数 0 ≤ β < α ≤ 1 的正
域, 边界和负域分别为

pos(A,α, β) = Rα(A) = ∪{Ai|I(Ai, A) ≥ α}
bn(A,α, β) = ∪{Ai|β < I(Ai, A) < α}

neg(A,α, β) = ∪{Ai|I(Ai, A) ≤ β}
从定义 8 可以看出: 由于参数 α, β 及区间二型

模糊包含度 I(·, ·) 的使用, 本文所定义的区间二型
模糊粗糙集模型融有变精度粗糙集的思想, 因此对
错分不敏感. 第 4 节的实验比较结果也证实了这个
结论.

定义 9. 设 X 是有限非空论域, P , Q 是两
个属性集, 其中 X/P = {P1, · · · , Pn} 和 X/Q =
{Q1, · · · , Qm} 为 X 上的区间二型模糊划分. 则关
于参数 0 ≤ β < α ≤ 1, Q 的 P 正域 posP (Q) 为X
上的区间二型模糊集, 具体形式如下:

posP (Q) = ∪
A∈X/Q

Rα(A)

其中, R = (X, X/P, I) 为 X/P 和区间二型模糊包
含度 I(·, ·) 所确定的区间二型模糊包含近似空间.
在下文中, 规定 posP (Q) 的上、下隶属函数分别表
示为 posP (Q) 和 posP (Q).

定理 4. 设 0 ≤ β < α ≤ 1, I(·, ·) 为 IF2(X)
上的包含度, 则包含度近似算子满足下列性质:

1) Rα(A) ⊆ R̄β(A),∀A ∈ IF2(X);
2) ∀A,B ∈ IF2(X), A ⊆ B ⇒ Rα(A) ⊆

Rα(B), R̄β(A) ⊆ R̄β(B);
3) ∀A,B ∈ IF2(X), Rα(A ∩ B) ⊆ Rα(A) ∩

Rα(B);∀A,B ∈ IF2(X), R̄β(A ∪ B) ⊇ R̄β(A) ∪
R̄β(B);

4) ∀A,B ∈ IF2(X), Rα(A ∪ B) ⊇ Rα(A) ∪
Rα(B);∀A,B ∈ IF2(X), R̄β(A ∩ B) ⊆ R̄β(A) ∩
R̄β(B);

5) 若 α1 ≤ α2, β1 ≤ β2, A ∈ IF2(X), 则
Rα2

(A) ⊆ Rα1
(A),R̄β2(A) ⊆ R̄β1(A).

证明. 由定义直接可得. ¤

3 属性约简

信息系统的知识是依照属性对其对象进行的分

类. 信息系统的属性并不是同等重要的, 删除冗余
属性, 并不影响对象的分类结果. 属性约简就是在保
持分类能力不变的前提下, 删除不必要的知识, 通过
约简, 可以深化人们的认识. 传统的粗糙集只能处
理包含离散值的数据集, 对于属性值连续的数据集
处理能力有限, 在现实世界中, 属性值可能是实型数
据, 此时若要用传统粗糙集进行属性约简, 必须对连
续属性进行离散化. 传统离散化方式没有保留实数
值存在的差异, 容易导致某种程度的信息损失, 事实
上, 连续数据具有一定的不确定性和模糊性, 概念之

间的界限并不明确, 一种合理的做法是用模糊化的
方法代替离散化方法, 将实数值转化为确定的隶属
度值, 基于模糊粗糙集的方法处理连续数据集. 文献
[18] 提出了模糊粗糙 QuickReduct 算法; 文献 [19]
提出了一种基于模糊粗糙集紧计算域的属性约简算

法.
事实上,连续数据具有高度的不确定性[20],这主

要包括: 1) 测量噪音的不确定性, 连续数据可能受
到噪音影响; 2)执行机器的不确定性, 测量仪器由于
磨损等情况可能造成结果的不确定性; 3) 语言的不
确定性, 同一数据对不同人的含义差异性; 4)运行环
境的不确定性, 运行条件的不同可能导致数据的变
化. 上述所有的不确定性将最终转化为隶属函数的
不确定性, 因此将实数值转化为确定的隶属度值, 可
能具有一定的不合理性. 二型模糊集特有的 “宽带”
效应, 可以提高处理不确定性的能力. 另一方面, 在
现实生活中, 错分现象常常存在. 基于此, 我们将利
用本文所定义的区间二型模糊粗糙集模型处理连续

数据集.
定义 10. 连续域决策信息系统 S =

〈U,C, D, V, f〉. 其中, U = {x1, · · · , xn} 是非空有
限对象集合; C = {c1, · · · , cm} 为连续条件属性集
合; D = {d} 为决策属性集; V = {V1, · · · , Vm, Vd}
为属性值集; f 为信息函数.
接下来, 我们将基于区间二型模糊粗糙集处理

连续域决策信息系统 S = 〈U,C, D, V, f〉. 关于其属
性约简算法的一般步骤如下:
步骤 1. 对每个条件属性 ci ∈ C, i = 1, · · · ,m

和决策属性 D = {d} 进行区间二型模糊划分. 不
妨设 U/{ci} = {Zi1, · · · , Zili}, 其中 Zi1, · · · , Zili

是区间二型模糊集. 一般地, 若 U/{c1} =
{Z11, · · · , Z1l1}, U/{c2} = {Z21, · · · , Z2l2}, 则
U/{c1, c2} = {Z11 ∩ Z21, · · · , Z11 ∩ Z2l2 , Z12 ∩
Z21, · · · , Z12∩Z2l2 , · · · , Z1l1∩Z21, · · · , Z1l1∩Z2l2}.
步骤 2. 对于参数 0 < α ≤ 1, 求 D 的 C 正域

posC(D).
步骤 3. 令 B = C, 并取定精度 ε ∈ [0, 1].
步骤 4. 循环 B 中的元素, 计算出所有的

posB−{b}(D), 其中 b ∈ B.
步骤 5. 令
E = {b ∈ B; ||posB−{b}(D)|−|posC(D)||/|U | < ε

且

||posB−{b}(D)| −|posC(D)||/|U | < ε}
其中, |posB−{b}(D)|= ∑

x∈U

uposB−{b}(D)(x). 若 E =

∅,则转至步骤 6; 否则任取 b′ ∈ E,令B = B−{b′},
若此时 B 仅有一个元素转至步骤 6, 否则转至步骤
4.
步骤 6. 输出 B, B 即是系统 S 的一个约简.
下面通过实例来说明本文所提出的约简算法的
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具体计算步骤.
例 1. 考虑如下的连续域决策信息系统, 见表 1.

表 1 连续域决策信息系统的实例

Table 1 Example of continuous domain decision

information system

对象/属性 c1 c2 c3 d

x1 0.1 0.3 −1 Yes

x2 1.5 −1.3 0.8 Yes

x3 −1.2 0.9 0 No

x4 0.8 1 1 No

x5 −1.7 −0.5 1.7 Yes

步骤 1. 基于图 1 的三个区间二型模糊集
F, L, Z 对条件属性 {c1, c2, c3} 进行区间二型模糊
划分, 其中

F (x) = e−0.5∗( x+1
2 )2 , L(x) = e−0.5∗( x−0

2 )2

Z(x) = e−0.5∗( x−1
2 )2 , F (x) = e−0.5∗( x+1

1.5 )2

L(x) = e−0.5∗( x−0
1.5 )2 , Z(x) = e−0.5∗( x−1

1.5 )2

图 1 区间二型模糊划分

Fig. 1 Interval type-2 fuzzy partition

我们可以获得如下的区间二型模糊等价类:

U/{c1} = {Fc1 , Lc1 , Zc1}
U/{c2} = {Fc2 , Lc2 , Zc2}
U/{c3} = {Fc3 , Lc3 , Zc3}

为了简单起见, 仅列出 Fc1 的上、下隶属函数

Fc1 和 Fc1 . 事实上, uF (x1) = e−0.5∗( x1+1
2 )2 =

e−0.5∗( 0.1+1
2 )2 = 0.8596, uF (x2) = 0.4578, uF (x3) =

0.9950, uF (x4) = 0.6670, uF (x5) = 0.9406. 故
Fc1 = 0.8596/x1 + 0.4578/x2 + 0.9950/x3 +
0.6670/x4 + 0.9406/x5; Fc1 = 0.7642/x1 +
0.2494/x2 + 0.9912/x3 + 0.4868/x4 + 0.8968/x5.
另, U/{d} = {Yd, Nd}, 其中 Yd = 1/x1 + 1/x2 +

0/x3+0/x4+1/x5, Yd = 1/x1+1/x2+0/x3+0/x4+
1/x5, Nd = 0/x1 +0/x2 +1/x3 +1/x4 +0/x5, Nd =
0/x1 + 0/x2 + 1/x3 + 1/x4 + 0/x5.
步骤 2. 取参数 α = 0.8 求 D 的 C 正域

posC(D),其中 posC(D) = 0.9037/x1+0.9692/x2+
0.5461/x3 + 0.6065/x4 + 0.4020/x5, posC(D) =
0.8353/x1 + 0.9460/x2 + 0.3411/x3 + 0.4111/x4 +
0.1979/x5.
步骤 3. 令 B = C, 并取定精度 ε = 0.05.
步骤 4. 循环 B 中的元素, 计算出所有的

posB−{b}(D), 其中 b ∈ B. 则

posB−{c3}(D) = 0.8096/x1 + 0.9692/x2+
0.5461/x3 + 0.6065/x4 + 0.4020/x5

posB−{c3}(D) = 0.6869/x1 + 0.9460/x2+

0.3411/x3 + 0.4111/x4 + 0.1979/x5

posB−{c2}(D) = 0.9037/x1 + 0.6670/x2+
0.5461/x3 + 0.6065/x4 + 0.4020/x5

posB−{c2}(D) = 0.8353/x1 + 0.4868/x2+

0.3411/x3 + 0.4111/x4 + 0.1979/x5

posB−{c1}(D) = 0/x1 + 0/x2 + 0/x3+
0/x4 + 0/x5

posB−{c1}(D) = 0/x1 + 00/x2 + 0/x3+

0/x4 + 0/x5

步骤 5. 由于

||posB−{c3}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.0188

||posB−{c3}(D)| −| posC(D))||/|U | = 0.0297

||posB−{c2}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.0604

||posB−{c2}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.0918

||posB−{c1}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.6855

||posB−{c1}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.5463

故 E = {c3}, B = {c1, c2}.
步骤 6. 循环中的元素, 计算出所有的

posB−{b}(D), 其中 b ∈ B. 则
posB−{c2}(D) = 0/x1 + 0/x2 + 0/x3 + 0/x4 + 0/x5

posB−{c2}(D) = 0/x1 + 0/x2 + 0/x3 + 0/x4 + 0/x5

posB−{c1}(D) = 0/x1 + 0/x2 + 0/x3 + 0/x4 + 0/x5

posB−{c1}(D) = 0/x1 +00/x2 +0/x3 +0/x4 +0/x5

步骤 7. 由于

||posB−{c2}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.6855
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||posB−{c2}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.5463

||posB−{c1}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.6855

||posB−{c1}(D)|−| posC(D))||/|U | = 0.5463

故 E = ∅, 算法终止, 输出 B = {c1, c2}, B 即是原
系统的一个约简.

4 实验分析

为了显示本文所提约简算法的性能, 我们在
UCI 机器学习数据库[21] 上选取数据集 “Iris” 进行
实验. 我们首先显示一些参数对约简性能的影响. 然
后, 我们通过实验的比较来验证本文所提约简算法
的有效性和可行性.

4.1 参数的影响

在本部分, 我们显示约简算法中的参数对约简
性能的影响. 约简算法涉及 2 个参数, 即步骤 2 中的
参数 α 及步骤 3 中的参数 ε. 首先随机设定参数 ε
固定不变, α 从 0 到 1, 以步长 0.1 进行变化, 实验
结果总结在图 2 和图 3; 然后随机设定参数 α 固定
不变, ε 从 0 到 1, 以步长 0. 1 进行变化, 实验结果
总结在图 4 和图 5. 其中, 横轴表示参数, 纵轴分别
表示约简属性个数和分类正确率 (表示下近似的基
数与上近似的基数比).

图 2 约简属性个数随参数 α 的变化趋势

Fig. 2 Trend of the number of selected attributes varying

with α

图 3 分类正确率随参数 α 的变化趋势

Fig. 3 Trend of the classification accuracy varying with α

从图 2 和图 3 可以看出, 约简属性个数随着参
数 α 的变化保持不变, 这说明参数 ε 对约简属性个
数起到了决定性作用. 此外, 随着 α 的增大, 分类正
确率在开始时保持不变, 但当 α 增大到 0.7 以后, 分
类正确率就会逐渐变小; 从图 4 和图 5, 我们发现参
数 ε 从 0 到 0.2 变化时, 约简属性个数逐渐变小, 超
过 0.2 后, 约简属性个数保持不变. 另外, 分类正确
率随着参数 ε 的变化保持不变, 这说明参数 α 对分
类正确率起到了决定性作用. 从上述结果可以看到,
当 α 在 0.7 到 1 变化, ε 在 0 到 0.2 变化时, 约简
性能变化显著. 基于此, 我们接下来进行第二阶段实
验. 在第二阶段实验中, 令参数 α 和 ε 同时变化. 假
定参数 α 从 0.7 到 1, 以步长 0.1 进行变化, 且同时
令参数 ε 从 0 到 0.2, 也以步长 0. 1 进行变化, 实验
结果总结在图 6 和图 7. 其中, x 轴表示参数 α, y 轴
表示参数 ε, z 轴分别表示约简属性个数和分类正确
率.

图 4 约简属性个数随参数 ε 的变化趋势

Fig. 4 Trend of the number of selected attributes varying

with ε

图 5 分类正确率随参数 ε 的变化趋势

Fig. 5 Trend of the classification accuracy varying with ε

从图 6 可以发现, 当 ε 在 0.15 到 0.2 之间变化
时, 可以获得最理想的约简属性个数. 图 7 显示当
α 在 0.7 到 0.8 之间时, 分类正确率比较理想. 结合
前述讨论, 可总结出: 当 ε 在 0.15 到 0.2 之间, α 在
0.7 到 0.8 之间时, 约简效果最好. 上述结论对本文
的后续实验具有一定的指导作用. 然而, 在实际应用
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中, 究竟该如何具体化这些参数, 是否能从理论上证
实这些参数对于不同的数据集都具有统一的选择标

准, 仍然是我们进一步研究的重点.

图 6 约简属性个数随参数 α 和 ε 的变化趋势

Fig. 6 Trend of the number of selected attributes varying

with α and ε

图 7 分类正确率随参数 α 和 ε 的变化趋势

Fig. 7 Trend of the classification accuracy varying

with α and ε

4.2 实验结果

在本部分, 我们通过算法间的比较来验证本文
所提约简算法的有效性和可行性. 针对连续域决策
信息系统的属性约简, 文献 [18] 基于一型模糊粗糙
集提出了一型模糊粗糙 QuickReduct 算法, 然而一
型模糊粗糙 QuickReduct 算法不能有效处理高度
不确定数据和噪音数据. 文献 [16] 将一型模糊粗糙
QuickReduct 算法推广到二型模糊环境中, 相应提
出了区间二型模糊粗糙 QuickReduct 算法, 区间二
型模糊粗糙QuickReduct算法虽然能有效处理高度
不确定数据和噪音数据, 但不具有变精度粗糙集的
思想, 因此对错分敏感. 本文所提约简算法融有变精
度粗糙集和区间二型模糊集的特征, 可以有效处理
高度不确定数据和错分现象. 接下来, 我们通过实验
来比较这三种算法, 从而证实上述的结论. 为了叙述
的方便, 规定文献 [18] 的算法为 “方法 1”, 文献 [16]
的算法为 “方法 2”, 本文算法为 “方法 3”. 本次实

验将数据集分割为两部分, 即训练集和测试集. 实验
又分为 3 种情形. 情形 1: 训练集和测试集的比例为
1:1; 情形 2: 训练集和测试集的比例为 1:2; 情形 3:
训练集和测试集的比例为 1:3. 数据分割的目的在于
考察不同方法在不同样本条件下的约简性能, 实验
结果总结见表 2.

表 2 比较结果

Table 2 Results of the comparison

方法 1 方法 2 方法 3

约简属性个数 2 3 1

情形 1 分类正确率 (训练集) 0.4561 0.7748 1

分类正确率 (测试集) 0.4121 0.7233 1

约简属性个数 2 3 2

情形 2 分类正确率 (训练集) 0.4755 0.8422 1

分类正确率 (测试集) 0.3911 0.7158 0.7454

约简属性个数 2 2 2

情形 3 分类正确率 (训练集) 0.4867 0.8236 0.8470

分类正确率 (测试集) 0.3685 0.5220 0.7295

从表 2 可以发现, 方法 3 得到了最为精简的约
简结构, 方法 2 比方法 1 获得的约简属性个数略
多, 这说明方法 3 最能降低原始条件属性的个数.
从分类正确率的平均水平来看, 方法 1 的平均分类
正确率为: (0.4561 + 0.4121 + 0.4755 + 0.3911 +
0.4867 + 0.3685)/6 = 0.4317; 方法 2 的平均分类正
确率为: (0.7748+0.7233+0.8422+0.7158+0.8236+
0.5220)/6 = 0.7366; 方法 3 的平均分类正确率
为: (1 + 1 + 1 + 0.7454 + 0.8470 + 0.7295)/6 =
0.8870. 方法 2 获得的分类正确率要明显高于方法
1, 这是由于方法 2 可以有效处理噪音数据和高度不
确定数据. 方法 3 获得了最高的分类正确率, 这说
明方法 3 对于连续域决策信息系统具有较强的数据
概括能力, 这正是由于方法 3 可以有效处理高度不
确定数据, 以及对错分不敏感. 实验结果表明方法 3
是可行和有效的.

5 结论

连续域决策信息系统的属性约简一直是研究的

热点问题, 由于传统粗糙集只对包含离散值的决策
表有效, 基于传统粗糙集进行连续域决策信息系统
的属性约简, 必须先对连续属性进行离散化, 然而离
散化容易导致信息损失, 所以用模糊化代替离散化
的手段逐渐被广大学者认同, 事实上, 连续数据具有
高度的不确定性, 作者认为采用二型模糊化取代一
型模糊化可能更具合理性. 另一方面, 在现实生活
中, 错分现象常常存在. 正是以上述思路为主线, 本
文在区间二型模糊包含度的公理化定义下, 给出了
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新的区间二型模糊包含度的计算公式, 并讨论了它
一些基本性质. 进一步, 在区间二型模糊包含近似
空间中, 给出了区间二型模糊集的上、下近似集. 最
后, 基于区间二型模糊粗糙集模型研究了连续域决
策信息系统的属性约简问题, 给出了新的约简算法,
实例说明了相应约简方法的具体计算步骤, 并且实
验比较结果表明了本文所提约简算法是可行和有效

的. 下一步, 可以考虑基于普通二型模糊粗糙集研究
连续域决策信息系统.
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