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基于 Bregman迭代的 CT图像

重建算法

康 慧 1, 2 高红霞 1, 2 胡跃明 1, 2 郭琪伟 1, 2

摘 要 针对大规模集成电路领域 CT 重建图像的特点, 提出 TV 约束

条件下采用 l1 范数作正则项的重建模型, 并给出了基于 Bregman 迭代

的模型求解算法. 算法分为两步: 1) 采用 Bregman 迭代求解图像的 l1
范数作为正则项, 误差的加权 l2 范数作为保真项的约束极值问题; 2) 采

用 TV 约束对 1) 中得到的重建图像进行修正. 算法对 TV 约束条件下

采用 l1 作正则项的重建模型分开求解, 降低了算法的复杂度, 加快了收

敛速度. 算法在稀疏投影数据下可以快速重建 CT 图像且质量较好. 本

文采用经典的 Shepp-Logan 图像进行仿真实验并对实际得到的电路板

投影数据进行重建, 结果表明该算法可满足重建质量要求且重建速度有

较大提升.
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Reconstruction Algorithm Based on
Bregman Iteration
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Abstract In this paper, we present a new reconstruction

model based on l1 regularization and TV constraint conditions

in the large scale integrated circuit field. And then, we give

the new reconstruction algorithm to the new model based on

Bregman iteration. The new algorithm consists of two steps.

1) We take the l1-norm of image as the regularization item and

weighted l2-norm of image error as the fidelity item, and solve

this constrained optimization problem using the Bregman iter-

ation; 2) We make further improvement using TV constraint to

the reconstructed image obtained by Step 1). The new algorithm

separates the above two steps, so, it reduces the complexity of

the algorithm and accelerates the convergence rate. In the end,

we apply the new algorithm to the classic Shepp-Logan mode

and a circuit board image. Experimental results show that the

advantage of the new algorithm on reconstruction speed is obvi-

ous and the reconstruction quality is good.

Key words CT reconstruction, sparse projection data, Breg-
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目前, 随着我国极大规模集成电路制造关键技术的快

速发展, 一些先进封装形式如 BGA (Ball grid array pack-

age)、CSP (Chip scale package)、WLP (Wafer level pack-

age) 等的广泛应用给可靠性测试尤其是内部缺陷检测带来

了新的技术挑战. CT 可以方便地检测各种物件的内部缺陷,

其在医学及工业领域的应用已比较成熟, 而在集成电路领域

的研究及应用还处在起步阶段. 由于 CT 检测在该领域的

应用具有较明显的行业特点, 例如: 被测单一元件尺寸较小、

印刷电路板组件 (Printed circuit board assemblies, PCBA)

中零件排列密度较大、金属材质较多等. 本文有针对性的

对 CT 图像重建算法进行了研究, 提出一种适合该领域的重

建算法, 并通过实验验证了算法的有效性. 高质量的重建图

像往往要求其投影数据必须是低噪而且比较完备的, 然而由

于成像硬件、成像速度或扫描空间等条件的限制, 通常无法

获得完备的投影数据, 此时的 CT 重建称作不完全投影数

据重建. 此种情况下代数迭代法 ART (Algebra reconstruc-

tion technique)[1] 比解析法[2] 更加实用, 但重建结果的伪影

现象较严重且收敛缓慢. 联合迭代法 (Simultaneous ART,

SART)[3] 是 ART 算法的主要改进方法, 主要提高了算法的

收敛性, 由于仍然采用重建图像与原图像误差的 l2 范数作为

迭代约束, 图像的边缘信息被过分平滑, 此算法对重建质量

的改进不大. 2006 年 Sidky 等将基于全微分方法[4] 的约束

融入标准 ART 算法, 文中称之为 ART-TV 算法, 由于 TV

正则化函数在抑制噪声的同时可以很好地保持图像的边缘信

息, 所以 ART-TV 算法得到了质量较好的重建结果. 然而其

需要的迭代次数较多, 重建速度较慢. 2008 年 Sidky 等又对

算法的参数进行了自适应调整得到其改进算法[5], 但是速度

提升仍然有限. 此外, Candès 等[6] 基于 TV 正则化迭代算法

在只有 22 个角度的观测数据下精确地重构了原始图像, 不

过此方法的一些假设在实际应用中很难满足. 基于 Bregman

距离的迭代算法是近几年兴起的一种高效算法, Osher 等应

用此算法进行图像去噪及图像恢复等[7−8] 得到良好效果. 后

来, 一些学者成功地将此方法应用于求解压缩感知中 l1 范数

最小化问题. 文中提出 TV 约束条件下用 l1 范数作正则项的

重建模型, 并给出具体求解算法. 1) 采用 Bregman 迭代求解

等式约束极值问题; 2) 采用 TV 约束对迭代解 uuuk 进行迭代

修正, 作为下一次 Bregman 迭代的初始值. 算法对 TV 约束

条件下采用 l1 范数作正则项的重建模型分开求解, 降低了复

杂度, 加快了收敛速度.

1 CT图像重建模型

重建图像用向量 uuu 表示, 其元素为 uj , j =

1, 2, · · · , Nimage, Nimage 代表像素的总个数, 一般 Nimage =

n × n, n 为重建图像的长与宽. 投影数据用向量 fff 表示, 其

元素 fi 表示为

fi =

Nimage∑
j=1

aijuj , i = 1, 2, · · · , Ndata (1)

Ndata 为向量 fff 的长度, 表示投影数据的总个数. aij 是系统
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矩阵 A 的元素, 代表第 i 条投影射线对像素 uj 的作用, aij

的值定义为投影射线 i 穿过像素 uj 的长度. 系统矩阵 (也称

投影矩阵) A 是一个 Ndata × Nimage 的矩阵, 表示为向量形

式如下:

fff = Auuu (2)

由于上述系统矩阵 A 是与成像的几何结构相关的一个

大型稀疏矩阵, 且 Ndata ¿ Nimage, 式 (2) 的求解属于典型

的不适定性逆问题求解, 有多个解存在. 一般采用正则化方

法定义一个目标函数, 寻求最小化该目标函数的解将不适定

性逆问题的求解转化为一类有约束的极值问题. 由于 PCBA

的制作材料一般由各种金属和非金属材料组成, 种类较少且

比较固定. 这一特点使得重建图像的灰度值局限在有限范围,

甚至是几个较固定的灰度值附近, 具有比较明显的稀疏特性.

文中采用 l1 范数作为图像稀疏性的度量, 通过最小化 l1 范

数得到系统 Auuu = fff 的近似解. 在实际应用中, 等式约束一

般难以满足, 文中模型采用不等式约束, 类似的应用可参见

文献 [9−11]. 此外, 构成 PCBA 的元器件形状都比较固定且

比较规则, 对应重建图像中的基本图形也比较规则, 而且较

少出现灰度渐变的情况, 基本上都是分片光滑. 基于这一特

性, 文中在 l1 范数正则项基础上采用 TV 约束对求解进行进

一步修正. 本文使用的 CT 重建数学模型可归纳为

min
uuu
‖uuu‖1 s.t. ‖Auuu− fff‖2 ≤ ε, ‖uuu‖TV < σ (3)

2 重建模型求解

2.1 Bregman距离

定义 1. 给定一个可微的凸函数 J(x) : Rn → R, 定义

Rn 中的两点 x 和 y 之间的距离:

DJ (x, y) := J (x)− J (y)− 〈p, x− y〉 (4)

其中, p ∈ ∂J (x) 为函数 J 在点 x 处的次梯度. 当函数 J(x)

是一个 Bregman 函数时[12], 则相应的距离 DJ(x, y) 被称为

Bregman距离. 根据函数 J(x)的凸性性质,有DJ(x, y) ≥ 0.

当且仅当 x = y 时, 等号成立. 对任意在 x, y 连线上的点 ω,

都有 DJ(x, y) ≥ DJ(ω, y). 假设 u∗ 为求解问题的最优解,

uk 为迭代解, 则可以通过二者之间的距离 DJ(u∗, uk) 大小

来描述迭代解是否是或者无限接近最优解.

2.2 Bregman迭代方法

通过引入 Bregman 距离作为正则项, Bregman 迭代正

则化技术的实现方法为

uuuk+1 ← min
uuu

DP k

J

(
uuu,uuuk

)
+

µ

2
‖Auuu− fff‖22 (5)

因为式 (5) 是一个凸优化问题, 将式 (4) 代入并运用最优性

条件, 变形可得:

0 ∈ ∂J(uuu)− pppk + µAT(Auuuk+1 − fff) ⇒
pppk+1 = pppk − µAT(Auuuk+1 − fff) (6)

上述两个式子便构成了基本 Bregman迭代算法, 通过计

算式 (5) 最优化子问题对迭代解进行更新, 而式 (6) 主要更

新迭代解的搜索方向. 由于次梯度的计算较为复杂, 根据递

推性质将上述两个公式简单变形可得到简化的 Bregman 迭

代算法如下[13−14]:



uuuk+1 = min
u

J (uuu) +
µ

2

∥∥Auuu− fff + bbbk
∥∥2

2

bbbk+1 = bbbk +
(
Auuuk+1 − fff

) (7)

文中选取 J (uuu) = ‖uuu‖1, 代入式 (7) 可得到具体算法如

下所示:

算法 1. Bregman算法

1 Initialization: bbb0, uuu0, µ, δ, k

2 While
∥∥uuuk − uuuk+1

∥∥ > δ

3 bbbk+1 = fff +
(
bbbk −Auuuk

)

4 uuuk+1 ← arg min
uuu

{
‖uuu‖1 +

µ

2

∥∥Auuu− bk+1
∥∥2

}

5 End

上述算法中, fff 为原始投影数据; uuu0 为初始化图像, 可以

为全 0、全 1 或者随机数据; bbb0 为迭代初始值, 一般为 0; δ 为

图像收敛停止的目标值; µ 为正则化参数, k 为迭代次数. 步

骤 4 的求解对整个算法的性能有很大影响, 许多学者针对此

问题进行了研究, 提出多种算法[15−16]. 文中采用了计算较为

简单的 FPC (Fixed-point continuation) 算法求解, 见文献

[17] 第 6 部分.

2.3 最小化 TV约束

算法 1 中采用 l1 范数作为正则项虽然可得到最稀疏的

解, 但是这种解往往忽略了图像分片光滑特性, 邻近像素的

像素值过度不够光滑. 文中在此基础上应用 TV 约束对得到

的图像进行进一步的修正, 并以修正后的图像作为 Bregman

算法中下一次迭代的新起点继续, 直至满足迭代停止条件.

定义图像 uuu 的像素值为 ui,j , 图像的梯度值定义如下:

|ui,j | =
√

(ui,j − ui,j−1)
2 + (ui,j − ui−1,j)

2 (8)

通过上述操作可以得到图像的梯度图, 对梯度图求 l1 范数即

所谓的 TV, 如下式所示:

‖uuu‖TV =
∑
i,j

|∇ui,j | =

∑
i,j

√
(ui,j − ui,j−1)

2 + (ui,j − ui−1,j)
2 (9)

由上述定义可知, 当 J (uuu) = ‖uuu‖TV 取最小值时, 其梯度

图是最稀疏解, 对应此时的图像则为最光滑解. 具体 TV 算

法可以分为两个阶段: POS-step (数据约束阶段) 和 GRAD-

step (梯度值下降阶段)[4]; 前者用于保证图像的非负性, 后者

用于最小化图像的 TV 估计值. 具体算法如下所示:

算法 2. TV算法

1 uuupos = POS
(
uuuTV [n]

)

2 dA =
∥∥uuuk − uuupos

∥∥

3 vvvs,t =
∂‖uuu‖TV

∂us,t

∣∣∣∣
us,t=u

pos
s,t

4 v̂vvs,t =
vvvs,t

|vvvs,t|
5 uuuTV [n + 1] = uuuTV [n]− αdAv̂vvs,t

其中, n表示第 n次运算, uuuTV[1]初始化为使用需要进行TV

运算的初始图像, POS 算子如下:

POS (ui,j) =

{
ui,j , 若 ui,j ≥ 0

0, 若 ui,j < 0
(10)
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uuuk 为上一次整个算法的迭代值, α 为约束系数, 而

∂‖uuu‖TV

∂us,t
≈ us,t − us−1,t + us,t − us,t−1√

ε + (us,t − us−1,t)
2 + (us,t − us,t−1)

2
−

us+1,t − us,t√
ε + (us+1,t − us,t)

2 + (us+1,t − us+1,t−1)
2
−

us,t+1 − us,t√
ε + (us,t+1 − us,t)

2 + (us,t+1 − us−1,t+1)
2

(11)

2.4 总体算法流程

综合上述分析, 本文提出的基于 Bregman 迭代的新算

法, 我们称之为 B-TV 算法, 主要是在求解重建图像 l1 范数

最小的基础上融入了最小化 TV 约束, 将图像稀疏性和分片

光滑性作为先验约束引入. 具体算法如下所示:

算法 3. TV算法

1 Initialization: bbb0,uuu0, δ, µ, α, σ, K, L

2 While
∥∥uuuk − uuuk+1

∥∥ > δ and k < K

3 bbbk+1 = fff +
(
bbbk −Auuuk

)

4 uuuk+1 ← arg min
uuu

{
‖uuu‖1 +

µ

2

∥∥Auuu− bbbk+1
∥∥2

}

5 While
‖uuuk+1‖TV

Nimage
> σ and l < L

6 执行算法 2

7 uk+1
i,j = uTV

i,j

8 End

其中, fff 为原始投影数据; uuu0 为初始化图像, 一般为全 0; bbb0

为迭代初始值, 一般为 0; δ 为图像收敛停止的目标值, α 为

算法 2 中的参数, σ 为判断是否使用 TV 约束进行修正的阈

值.

上述算法 3由两层循环构成, 外循环通过 Bregman迭代

算法求解; 内循环通过 TV 约束算法对外循环得到的迭代解

进一步修正; 通过步骤 5 判断最新的迭代解是否满足预设的

TV 约束值 σ, 当大于约束值 σ 时, 则进入内循环; 反之, 则

不进入. 针对不同重建图像, 上述步骤可以自适应控制内循

环的次数, 与传统的固定循环次数相比更加灵活和实用. 在

实际使用中为了防止图像无法收敛到指定的 δ 而无法退出

循环, 可以设置一个外循环的最大迭代次数 K 限制强制退

出循环; 同理设置一个内循环 (算法 2) 的最大循环次数 L 进

行约束, 其中, l 表示每次外循环中算法 2 已经循环的次数;

Nimage 为图像总像素的个数.

3 数值实验

为了验证文中提出的 B-TV 算法的有效性, 首先, 采用

经典的 Shepp-Logan 图像进行实验, 并分别从重建质量和重

建速度方面与传统ART-TV正则化算法和 l1 正则化算法
[18]

进行比较. 文中模拟扇束光源, 图像中心与旋转中心重合, 利

用在 0◦ ∼ 180◦ 范围内均匀采样得到的 18 组投影数据进行

图像重建, 投影屏共有 192 个检测单元, 共有 192 × 18 个投

影数据. 本文进行实验的计算机 CPU 为 AMD 3 核处理器,

频率 2.9GHz, 内存 2GB.实验 Shepp-Logan模型具体参数、

实验选取的初始化参数分别如表 1 和 2 所示.

表 1 实验参数

Table 1 Experimental parameters

实验参数 取值

图像大小 128× 128

投影数据 18 组 ( 每隔 10◦ 一组)

角度范围 [0, π]

表 2 初始化参数

Table 2 Initialization parameters

实验配置 取值 实验参数 取值

uuu0 0 δ 0.01

α 0.2 σ 0.08

K 20 L 30

µ 1

设置相同的迭代停止条件
∥∥uuuk − uuuk+1

∥∥ ≤ 0.01, 实验重

建结果如图 1 所示:

(a) 原图像

(a) Original image

(b) ART-TV 算法

(b) ART-TV method

(c) L1 算法

(c) L1 method

(d) B-TV 算法

(d) B-TV method

图 1 重建图像

Fig. 1 Reconstruction images

从图 1 中直观观察, 图 1 (b) 和图 1 (d) 的重建质量相当,

而图 1 (c) 的重建质量较差. 当满足迭代停止条件时, ART-

TV 算法需迭代约 698 次, L1 算法需迭代 19 次, B-TV 算法

则仅需迭代 14 次. 为了更清晰地对比各种算法在收敛速度

和重建图像质量方面的优劣, 本文引入原图像与重建图像的

残差进行比较, 图 2 显示了以上 3 种算法迭代过程中的残差

曲线. 其中, 横坐标表示重建算法迭代的次数, 纵坐标表示重

建的图像与原图的残差值.

从图 2 中可以看出, 图像残差达到同一水平时 (1.2),

ART-TV 算法迭代 671 次, 平均每次迭代 11.32 秒, 共

7 595.72 秒; B-TV 算法只需要迭代 14 次, 平均每次迭代

0.89 秒, 共 12.46 秒, 速度提高十分明显. 而 L1 算法的重建

图像质量无法达到残差为 1.2 的要求, 其在迭代 15 次左右

时, 达到残差最小值 5.3. 为了更好地体现算法的可靠性, 我

们在投影数据中加入 5% 的高斯随机噪声, 再次分别采用上

述三种算法进行重建, 效果如图 3 所示.
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(a) ART-TV 算法

(a) ART-TV method

(b) L1 算法

(b) L1 method

(c) B-TV 算法

(c) B-TV method

图 2 重建图像收敛残差值图

Fig. 2 Iteration convergence of reconstruction image

最后, 为了验证算法在电路板检测应用中的可用性, 文

中采用 B-TV 算法对 SMT 组装元件中焊点在器件底部不可

视的情况进行重建检测. 该批组装元件采用 BGA 封装形式,

由于组装元件集成度较高, 焊点较为密集, 为了得到高质量

重建图像,选取图像的分辨率为 1 024× 1 024. 利用X-ray机

对被测元件在 0 ∼ 180◦ 范围内均匀采样得到 30 组投影数据

进行重建, 文中选取不同的 BGA 焊接电路板元件进行实验.

实验中的参数取值如表 3 所示.

表 3 实验参数

Table 3 Experimental parameters

实验参数 取值 实验参数 取值

δ 0.02 α 0.2

σ 0.05 µ 1

K 20 L 50

图 3 是其中一块电路板的投影数据正弦图, 表示每条射

线穿过被检测物体被吸收的能量. 实验中每隔 6◦ 得到一组
投影数据, 共 30 组, 对应正弦图中的 30 列, 每组 1 440 个投

影数据. 每一列表示一个角度下的所有投影数据. 由于仅采

用 30 组投影数据, 所以正弦图横向显示出明显的锯齿状. 另

外, 从图 4 中可以看出很大一部分的高能量集中在图像的中

心部分, 因为该部分的射线穿过电路板的距离较长, 穿透了

较多焊点, 被吸收的能量相对较高. 实验中其余电路板的投

影数据正弦图均有类似的特点, 文中不全部列出.

(a) ART-TV 算法

(a) ART-TV method

(b) L1 算法

(b) L1 method

(c) B-TV 算法

(c) B-TV method

图 3 重建图像

Fig. 3 Reconstruction images

图 4 投影数据正弦图

Fig. 4 Sinogram of projection data

由于重建图像尺寸较大, 焊点较多, 为了更好地突出重

建图像在检测中的细节部分, 文中对实验中的重建图像截取

局部区域显示 (缺陷处用矩形框标识), 如图 5 所示.

从重建图像的截取图中可以明显地发现各种焊点缺陷.

图 5 (a) 焊点圆润饱满, 而且边界清晰, 属于标准焊点; 图

5 (b) 左上角的焊点明显小于标准焊点, 属于焊点不规则缺

陷; 图 5 (c) 左上角的焊点有气泡存在; 图 5 (d) 右边两个焊

点相连, 可能造成电路短路. 上述重建图像质量清晰, 可方便

辨识焊点中存在的缺陷, 达到检测目的. 分析上述实验结果,

文中算法不仅在重建速度方面优势明显, 收敛较快, 且重建

质量较好. 可满足实际应用中的检测需求.

4 结论

本文针对大规模集成电路领域 CT 重建图像的特点, 提

出新的重建模型, 并分析了求解新模型的 B-TV 算法. 新算

法打破了传统的 ART 算法中利用投影数据逐次更新图像的

低效性, 充分利用了 Bregman 迭代的高效性, 加快了重建速
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度. 同时采用 TV 约束对迭代图像进行修正, 得到高质量的

重建图像. 最后, 通过实验验证了算法的有效性, 可满足实际

检测需求.

(a) 合格的电路板图

(a) Qualified circuit board

(b) 焊点偏小

(b) Small welding spot

(c) 存在气泡

(c) Circuit board bubble

(d) 邻点相连

(d) Wrong connection spot

图 5 BGA 焊接电路板重建效果图

Fig. 5 Reconstruction images of BGA
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