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基于稳健联合分块对角化的卷积盲分离

汤 辉 1 王 殊 1

摘 要 针对卷积盲分离问题, 提出一种新的矩阵联合分块对角化 (Joint block diagonalization, JBD) 算法. 现有的迭代非

正交联合分块对角化算法都存在不收敛的情况, 本文利用分离矩阵的特殊结构确保其可逆性, 使得算法的迭代过程稳定. 在已

知矩阵分块结构的条件下, 首先, 将卷积盲分离模型写成瞬时形式, 并说明其满足联合分块对角化结构; 然后, 提出联合分块对

角化的代价函数, 依据代价函数的最小化等价于矩阵中每个分块的范数最小化, 将整个分离矩阵的迭代更新转化成每个分块

的迭代更新; 最后, 利用最小化条件得到迭代算法. 实数和复数两种情况下的算法都进行了推导. 基本实验验证了新算法在不

同条件下的性能; 仿真实验中对在时域和频域都重叠的信号的卷积混合进行盲分离, 实验结果验证了新算法具有更好的分离

性能和更稳定的分离能力.
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Robust Joint Block Diagonalization Based Convolutive Blind Source Separation
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Abstract A new joint block diagonalization (JBD) algorithm is proposed to solve the convolutive blind source separation

problem. The existing iterative algorithms may not converge to the correct solution. We use a special structured separation

matrix which is always invertible to avoid the divergence of the algorithm. First, the convolutive mixture is rewritten as an

instantaneous one which satisfies the joint block diagonalization model. Second, the cost function is built with the priori

information of block structure. Then the whole matrix iteration is transformed into update of the every block sub-matrix

in the sense that the minimization of the cost function is equivalent to the minimization of Frobenius norm of each block.

The iterative algorithm is deduced both in the situations of real and complex models. Sanity check experiment has verified

the good performance of the new algorithm in different conditions. In the application of blind separation of signals which

are both overlaping in the time and frequency domains, simulation results demonstrate the better performance and more

robust ability of the proposed algorithm, as compared to others.
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卷积盲信号分离在语音信号处理、生物信号检

测和通信频谱监察等领域中有着广泛的应用[1]. 如
何从未知类型的卷积混合信号中提取或分离出有用

的信号是卷积盲分离的主要任务. Castella 等利用
调制信号的常模特性, 在时频域构建代价函数获得
源信号的盲解卷积[2]. He 等利用稀疏表示理论在频
域实现了卷积混合的盲分离[3]. 作为一种处理卷积
盲分离的有效方法, 联合分块对角化 (Joint block
diagonalization, JBD) 算法在近年来引起了许多
学者的关注和研究. 根据分离矩阵是否是酉 (正交)
矩阵, JBD 算法可以分为酉 (正交) JBD 算法和非
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酉 (正交) JBD 算法. Abed-Meraim 等首先利用
Jacobi 旋转推导出了一种正交 JBD 算法, 但这种
算法只能处理分块数目相等的问题[4]; Maehara 等
利用矩阵代数的概念, 通过对角化一个简单代数矩
阵的方法成功地解决了 JBD 问题[5]. 这两种算法只
能处理正交 JBD 问题, 在卷积盲分离应用中, 这就
需要利用白化方法将非正交混合矩阵转化成正交混

合矩阵, 但是这会带来分离性能上的损失, 并且这种
损失是后续处理所无法弥补的[6]. 因而非正交 JBD
算法应运而生, Ghennioui 等提出了基于随机梯度
和相对梯度的两组迭代算法, 并且利用步长最优化
得到了快速算法[7]; Xu 等根据矩阵的分块 Toeplize
结构导出了一种三 · 二次迭代算法, 在卷积盲分离
中得到了成功的应用[8]. 而 Nion 利用张量分解的思
想也提出了一种迭代的最优步长算法[9]. Tichavský



9期 汤辉等: 基于稳健联合分块对角化的卷积盲分离 1503

等[10] 和 Lahat 等[11] 研究了 JBD 方法中的一些复
杂度和适用场景问题. 但这些非正交算法都存在迭
代不收敛的情况, 尤其在初始化条件不佳的情况下,
算法发散的可能性很大. 因此, 本文提出了一种新的
稳健的非正交 JBD 算法, 通过强制分离矩阵满足某
种特殊结构保证其可逆性, 进而使得算法收敛性大
为提高.

本文分为 4 个部分, 首先, 将卷积盲分离问题写
成瞬时形式并说明其满足联合分块对角化模型; 然
后, 构造代价函数, 并提出可逆分离矩阵以及稳健迭
代算法; 最后, 是仿真实验和结论总结.

1 卷积盲分离的分块对角化模型

卷积盲分离的目的是从未知卷积混合的信号中

将源信号恢复出来, 假定有m 个混合信号和 n 个观

测信号, 典型的卷积盲分离模型可以写为[2]

xi(t) =
n∑

j=1

Lj∑
l=1

Hij(l)sj(t− l) + ni(t),

i = 1, · · · ,m (1)

其中, xi(t) 表示第 i 个混合信号在 t 时刻的瞬时值,
类似地可以定义 sj(t), ni(t) 表示附加的噪声, 一般
认为是高斯的. Hij(·) 表示第 i 个混合信号和第 j

个源信号之间的卷积混合过程, 通常是一个线性有
限冲激响应滤波器. 为了利用分块对角化方法处理
卷积盲分离模型, 首先, 需要将卷积模型转化成线性
模型, 转化方法可以分为多时延和多传感器两种. 当
每个滤波器长度相同时, 两种方法都可以适用; 而当
滤波器长度不同或者其系数具有稀疏性时, 多时延
法将不再适用, 只能用多传感器法. 下面分别介绍两
种方法.

1.1 卷积盲分离线性化的多时延法

当Hij(·)的长度都相等,即Lj = L, j = 1, · · · , n

时, 并且 l 是已知的, 那么选取某个 L′ 满足 mL′ ≥
n(L + L′), 令 P = mL′, Q = n(L + L′) = nQ0, 定
义如下的矢量:

sssi(t) = [si(t), si(t− 1), · · · , si(t−Q0 + 1)]T,

i = 1, · · · , n

xxxi(t) = [xi(t), xi(t− 1), · · · , xi(t− L′ + 1)]T,

i = 1, · · · ,m

nnni(t) = [ni(t), ni(t− 1), · · · , ni(t− L′ + 1)]T,

i = 1, · · · ,m

sss(t) = [sssT
1 (t), sssT

2 (t), · · · , sssT
n(t)]T

xxx(t) = [xxxT
1 (t),xxxT

2 (t), · · · ,xxxT
m(t)]T

nnn(t) = [nnnT
1 (t),nnnT

2 (t), · · · ,nnnT
m(t)]T

式 (1) 可以重新写成:

xxx(t) = Asss(t) + nnn(t) (2)

其中, 矩阵 A 是一个分块矩阵, 定义为 A =
(Aij), i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n, 每个分块 Aij

都是 L′ ×Q0 的 Toeplitz 矩阵:

Aij =



Hij(0) · · · Hij(L) 0 · · · 0
0 Hij(0) · · · Hij(L) 0 · · ·
0 0

. . .
...

. . . 0
0 · · · 0 Hij(0) · · · Hij(L)




(3)

这样就将卷积混合模型 (1) 变成了线性混合模
型 (2), 值得注意的是, 这种方法只能在每个滤波器
长度相同并且已知的条件下才成立. 并且当滤波器
的系数具有稀疏性时, 由式 (3) 看出构造矩阵 A 的

空间成本非常巨大, 这时下述的多传感器法将具有
更好的性能.

1.2 卷积盲分离线性化的多传感器法

假定接收机上共有 P 个传感器, 并且令 Q =∑n

j=1 Lj 表示所有路径数目之和, 而且满足 P ≥
Q. 定义 xxx(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xP (t)]T, nnn(t) =
[n1(t), n2(t), · · · , nP (t)]T, sss(t) = [s1(t), · · · , s1(t −
L1), · · · , sn(t), · · · , sn(t−Ln)]T 分别表示传感器矢
量、噪声矢量和源信号等效矢量. 将式 (1) 写成矩
阵 –矢量形式有:

xxx(t) = Asss(t) + nnn(t) (4)

其中, A = [aaa1, aaa2, · · · , aaaP ]T 和 aaap = [hp1, · · · ,
hpL1 , · · · , hpQ]T 分别表示等效传感器矩阵及其行
向量. 这个方法不需要每个滤波器长度相同, 但是付
出了更多传感器的代价. 多时延法所需的传感器最
小个数为 n(L + L′)/L′, 而多传感器法所需的最小
个数为

∑n

j=1 Lj, 特别地, 当每个滤波器长度都等于
L 时, 其值为 nL. 在传感器数目允许的条件下, 用
多传感器法会获得更为准确的结果.

对式 (2) 或式 (4) 计算等式两边的自相关函数,
容易得到:

Rxxx(τ) = ARsss(τ)AT + Rnnn(τ) (5)

由于源信号矢量 sss(t) 中不同信号是相互独立
的, 而属于同一个源信号的不同时延的分量是相关
的, 那么 Rxxx(τ) 是分块对角矩阵. 当忽略传感器
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噪声, 即 Rnnn(τ) = 000 时, 通过求解矩阵 W , 使得
WRxxx(τ)WT = Rsss(τ), 就可以分离得到信号:

ŝss(t) = Wxxx(t) (6)

为了获得较好的分离效果, 一般需要选取多个
时延 τ1, · · · , τK , 进而有多个需要同时分块对角化的
自相关矩阵 Rxxx(τ1), · · · , Rxxx(τK), 考虑到噪声的影
响和自相关矩阵估计所引入的误差, 精确的 JBD 是
不可能实现的, 但是依然可以用联合分块对角化算
法近似估计分离矩阵和源信号.

2 JBD代价函数和可逆分离矩阵

定义 X = X1, X2, · · · , XK , Xk ∈ RM×M 为

可以同时分块对角化的矩阵集合, 即 Xk 满足:

Xk = ADkAT = A




Dk
1 · · · · · · 0
... Dk

2

... 0
0 · · · · · · Dk

R


AT

其中, Dk ∈ RN×N 是分块对角矩阵, 而 R 是分块的

个数, 矩阵 A ∈ RM×N 称为分块成型矩阵. 考虑正
定的情况, 即M = N . 典型的 JBD 代价函数可以
分为正交型和非正交型两种, 下面考虑非正交型代
价函数, 如下式:

min
B

φoff = min
K∑

k=1

‖off(BXkBT)‖2
F (7)

其中, B ∈ RM×M 表示要求解的可逆块对角化矩阵,
‖ · ‖F 为矩阵的 Frobenius 范数. 在已知矩阵对角分
块结构的条件下, off(A) 表示矩阵 A 的不属于对角

块的部分, 如下所示:

off(A) =




011 A12 · · · A1r

A21 022 · · · · · ·
... Amn 0nn

...
Ar1 · · · · · · 0rr




根据式 (7) 的代价函数可以推出关于 B 的迭代更新

算法, 但是这种算法往往存在着不收敛的情况[7], 即
矩阵 B 在迭代过程中会变得不可逆, 为了保证 B 的

可逆性, 提出具有如下结构的块对角化矩阵:

B =
P∏

p=1

(I + W(p))B0 (8)

其中, B0 为初始化矩阵, I 表示与 B 相同维数的

单位矩阵, W(p) 是第 p 步迭代的更新矩阵, 而且与
off(·) 具有相同的结构, 即仅在不属于块对角的部分

有值, 且 B 满足对角占优性, 即主对角线上的元素
远大于其余位置上的元素, 根据 Levi-Desplamques
定理[12], M ×M 对角占优矩阵一定是可逆的. 对角
占优性可以在初始化的时候得到保证, 但是在每步
迭代过程中可能会丧失. 为了确保 B 的可逆性, 在
第 p 步迭代后, 计算W(p) 的无穷范数, 若其大于预
设的某个门限值 θ, 则进行归一化操作:

W(p) =
θ

‖W(p)‖∞W(p) (9)

事实上, 式 (8) 的乘法迭代与普通的加法迭代
算法是一致的. 因为由式 (8) 可以得到第 p + 1 步分
离矩阵和第 p 步分离矩阵有如下关系:

B(p+1) = (I + W(p))B(p) = B(p) + W(p)B(p) (10)

在文献 [7] 的加法迭代算法中, 有如下迭代公式成
立:

B(p+1) = B(p) −∆(p)B(p) (11)

比较式 (10)和式 (11), 发现Wp 和∆(p) 都是与B(p)

存在非线性关系的迭代矩阵, 只是具体迭代形式不
同, 那么式 (10) 和式 (11) 是相似的, 式 (8) 的乘法
迭代与普通的加法迭代也是一致的.

在第 p + 1 步迭代后, 第 k 个矩阵 Xk
(p+1) 的更

新可以写成:

Xk
(p+1) = (I + W(p))Xk

(p)(I + W(p))T (12)

在矩阵分块结构已知的条件下, 令 Dk
(p) 和 Ek

(p)

分别表示矩阵 Xk
(p) 的块对角部分和非块对角部分,

式 (12) 可以写成:

Xk
(p+1) = (I + W(p))(Dk

(p) + Ek
(p))(I + WT

(p)) =

Dk
(p) + W(p)D

k
(p) + Ek

(p) + W(p)E
k
(p)+

Dk
(p)W

T
(p) + W(p)D

k
(p)W

T
(p) + Ek

(p)W
T
(p)+

W(p)E
k
(p)W

T
(p) ≈ Dk

(p) + W(p)D
k
(p)+

Dk
(p)W

T
(p) + Ek

(p) (13)

上式的第三个等式是因为W(p) 和 Ek
(p) 在迭代中都

是较小的值, 它们对应的乘积和高于一次的项都可
以忽略.
利用式 (13), 由于 Dk

(p) 是分块对角矩阵, 并且
W(p)D

k
(p) 和 Dk

(p)W
T
(p) 都是只在非分块对角部分上

有值, 忽略迭代的下标 p, 则代价函数 (7) 可以写成:

φoff = min
W

K∑
k=1

‖WDk + DkWT + Ek‖2
F (14)

下一部分将考虑实数和复数两种情况, 分别提
出相应的算法, 两种算法在本质上是类似的, 都是将
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矩阵的范数最小化问题转化为每个分块矩阵最小化

的问题, 进而得到矩阵 W 中每个分块的具体迭代

算法, 再遍历所有不同的分块, 就得到整个矩阵的更
新. 复数条件下的算法比实数情况下的算法要复杂
一些, 需要计算的矩阵数目也更多.

3 迭代算法

为了更好地说明迭代算法, 在矩阵 Xk 的分块

结构已知的条件下, 将矩阵W 表示成分块形式. 当
Xk 中每个分块的大小相等时, W 的每个分块的大

小也是相等的, 而当 Xk 中分块大小不同时, W 的

分块大小也是不一样的, 不失一般性, 假设 Xk 中的

分块满足 [2, 2, 3] 的结构, 相应的W 的分块结构如

下所示:

W =




0(11)2×2 W(12)2×2 W(13)2×3

W(21)2×2 0(22)2×2 W(23)2×3

W(31)3×2 W(32)3×2 0(33)3×3




其中, W(ij) 代表每个小分块, 其余分块情况下的矩
阵W 的结构可以类似地给出. 而矩阵 Ek 和W 具

有一致的结构, 可以类似地构造. 下面首先推导实数
情况下的更新算法, 然后, 将算法推广至复数的情
况.

3.1 BDIAG (Block diagonalization) 算法的
推导

首先, 令 Uk = WDk + DkWT + Ek, 则有:

minφoff = min
K∑

k=1

‖Uk‖2
F (15)

进一步注意到, Uk 与 Ek 具有相同的结构, 也
可以将其写成每个分块的形式, 并且有下式成立:

‖Uk‖2
F =

∑
i,j,i6=j

‖Uk
ij‖2

F (16)

即矩阵的 Frobenius 范数平方等于各个分块的
Frobenius 范数平方之和. 那么当每个 ‖Uk

ij‖2
F 最

小时, 即 ‖Uk‖2
F 也取最小值, 数学形式表示为

φoff =
K∑

k=1

R∑
i,j,i6=j

‖Uk
ij‖2

F =
R∑

i,j,i6=j

K∑
k=1

‖Uk
ij‖2

F (17)

式 (17) 最后一个等式成立是因为需要分块对角
化的矩阵个数 K 和矩阵分块数 R 是不相关的, 所
以将累加算子进行了互换. 将 Uk

ij 和 Uk
ji 中的乘积

项展开成块矩阵相乘的形式, 有:

Uk
ij =

∑
p

WipD
k
pj +

∑
q

Dk
iqW

T
jq + Ek

ij =

WijD
k
jj + Dk

iiW
T
ji + Ek

ij

(18)

Uk
ji =

∑
p

WjpD
k
pi +

∑
q

Dk
jqW

T
iq + Ek

ji =

WjiD
k
ii + Dk

jjW
T
ij + Ek

ji

(19)

其中, Dk
ii 和Dk

jj 分别表示矩阵Dk 的第 i 和 j 个对

角块. 那么有:

φoff =
∑

i=1:R−1, j=i:R

K∑
k=1

(‖Uk
ij‖2

F + ‖Uk
ji‖2

F ) (20)

式 (20) 将矩阵范数表示成两个成对分块的范数相
加再求和, 注意到共有 R(R− 1)/2 个这样的成对分
块, 这样做是因为 Uk

ij 和 Uk
ji 都是只和 Wij 与 Wji

有关. 这样就可以将整个矩阵W 转化为其中不同分

块对 (Wij,Wji) 的更新.
为了使推导过程的表示简单, 做如下的替换:

W1 = Wij, W2 = Wji

Dk
1 = Dk

ii, Dk
2 = Dk

jj

Ek
1 = Ek

ij, Ek
2 = Ek

ji

利用矩阵矢量化算子 vec(·) 及其相关性质[13]:

vec(ABC) = (CT ⊗A)vec(B)

vec(AT) = KAvec(A)

其中, KA 是一个与 A 有关的排序矩阵, 它仅和矩阵
A 的结构有关, 而与其具体元素无关. 将 Uk

ij 和 Uk
ji

都表示成矢量的形式, 如下式:

uuuk
ij = vec(Uk

ij) =

vec(W1D
k
2 + Dk

1W
T
2 + Ek

1 ) =

vec(W1D
k
2) + vec(Dk

1W
T
2 ) + vec(Ek

1 ) =

((Dk
2)

T ⊗ Ir1)vec(W1)+

(Ir2 ⊗Dk
1)vec(WT

2 ) + vec(Ek
1 ) =

Ak
1www1 + Ak

2K2www2 + eeek
1 =

[Ak
1 , A

k
2K2][www1,www2]T + eeek

1 =

F k
1 www + eeek

1 (21)

uuuk
ji = vec(Uk

ji) =

((Dk
1)

T ⊗ Ir2)vec(W2)+

(Ir1 ⊗Dk
2)vec(WT

1 ) + vec(Ek
2 ) =

Ak
3www2 + Ak

4K1www1 + eeek
2 =

[Ak
4K1, A

k
3 ][www1,www2]T + eeek

2 =

F k
2 www + eeek

2 (22)
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其中, “⊗” 表示 Kronecker 乘积, Ir1 和 Ir2 分别是

和矩阵 Dk
1 和 Dk

2 维数相同的单位矩阵, K1 和 K2

则满足:

vec(WT
1 ) = K1vec(W1), vec(WT

2 ) = K2vec(W2)

而 Ak
1 , A

k
2 , A

k
3 , A

k
4 ,www1,www2, eee

k
1 , eee

k
2 分别为对应的矩阵

和矢量, F k
1 = [Ak

1 , A
k
2K2], F k

2 = [Ak
4K1, A

k
3 ], www =

[www1,www2]T, 这样替换的好处是可以直接计算 www =
[www1,www2]T.
由矩阵范数和对应矢量化表示的特殊关系, 有:

‖Uk
ij‖2

F + ‖Uk
ji‖2

F =

(F k
1 www + eeek

1)
T(F k

1 www + eeek
1)+

(F k
2 www + eeek

2)
T(F k

2 www + eeek
2)

(23)

考虑到共有 K 个矩阵, 将其表示成求和的形式. 最
后, 为了求取范数的最小值, 计算式 (23) 对 www 的导

数, 并令其等于 0, 则有:

Fwww = ggg (24)

其中, F =
∑K

k=1((F
k
1 )TF k

1 + (F k
2 )TF k

2 ), ggg =
−∑K

k=1((F
k
1 )Teeek

1 + (F k
2 )Teeek

2), 求解出最优的wwwopt:

wwwopt = F−1ggg (25)

由于 www = [www1,www2]T, 可以利用矢量转矩阵算子
vec2mat(·), 将 www1 和 www2 转化成 Wij 和 Wji, 再遍
历所有的成对分块进行同样的计算, 最后, 还要用式
(9) 保证矩阵W 的小范数性, 就完成了一步完整的
迭代更新, 定义新算法为 BDIAG 算法.

3.2 复数情况下的算法

在复数情况下, 将矩阵表示成对应的实部和虚
部之和的形式, 有:

Wij = W
(Re)
ij + jW (Im)

ij

Ek
ij = E

k(Re)
ij + jEk(Im)

ij

Dk
ii = D

k(Re)
ii + jDk(Im)

ii

令 W1 = Wij,W2 = Wji, D
k
1 = Dk

ii, D
k
2 =

Dk
jj, E

k
1 = Ek

ij, E
k
2 = Ek

ji, 计算复数矩阵 Uk
ij, U

k
ji

的实部和虚部得到:

U
k(Re)
ij = W

(Re)
1 D

k(Re)
2 −W

(Im)
1 D

k(Im)
2 +

D
k(Re)
1 (W (Re)

2 )T + D
k(Im)
1 (W (Im)

2 )T + E
k(Re)
1

U
k(Im)
ij = W

(Im)
1 D

k(Re)
2 + W

(Re)
1 D

k(Im)
2 −

D
k(Re)
1 (W (Im)

2 )T + D
k(Im)
1 (W (Re)

2 )T + E
k(Im)
1

U
k(Re)
ji = W

(Re)
2 D

k(Re)
1 −W

(Im)
2 D

k(Im)
1 +

D
k(Re)
2 (W (Re)

1 )T + D
k(Im)
2 (W (Im)

1 )T + E
k(Re)
2

U
k(Im)
ji = W

(Re)
2 D

k(Im)
1 + W

(Im)
2 D

k(Re)
1 −

D
k(Re)
2 (W (Im)

1 )T + D
k(Im)
2 (W (Re)

1 )T + E
k(Im)
2

利用 vec(Uk
ij) = vec(Uk(Re)

ij ) + jvec(Uk(Im)
ij ) =

uuu
k(Re)
ij + juuuk(Im)

ij 和 ‖Uk
ij‖2

F = (uuuk(Re)
ij )Tuuu

k(Re)
ij +

(uuuk(Im)
ij )Tuuu

k(Im)
ij , 分别计算 uuu

k(Re)
ij ,uuu

k(Im)
ij 可以得到:

uuu
k(Re)
ij = F k

1 www + eee
k(Re)
1

uuu
k(Im)
ij = F k

2 www + eee
k(Im)
1

式中的矩阵和变量满足:

F k
1 = [Ak

1 ,−Ak
3 , A

k
2K

(Re)
2 , Ak

4K
(Im)
2 ]

F k
2 = [Ak

3 , A
k
1 , A

k
4K

(Re)
2 ,−Ak

2K
(Im)
2 ]

www = [www(Re)
1 ,www

(Im)
1 ,www

(Re)
2 ,www

(Im)
2 ]

Ak
1 = (Dk(Re)

2 )T ⊗ Ir1, A
k
2 = Ir2 ⊗D

k(Re)
1

Ak
3 = (Dk(Im)

2 )T ⊗ Ir1, A
k
4 = Ir2 ⊗D

k(Im)
1

www
(Re)
1 = vec(W (Re)

1 ),www(Im)
1 = vec(W (Im)

1 )

www
(Re)
2 = vec(W (Re)

2 ),www(Im)
2 = vec(W (Im)

2 )

eee
k(Re)
1 = vec(Ek(Re)

1 ), eeek(Im)
1 = vec(Ek(Im)

1 )

类似地, 可以计算出对应于 uuu
k(Re)
ji ,uuu

k(Im)
ji 的矩阵和

向量如下:

F k
3 = [Ak

5K
(Re)
1 , Ak

6K
(Im)
1 , Ak

7 ,−Ak
8 ]

F k
4 = [Ak

6K
(Im)
1 , Ak

5K
(Re)
1 , Ak

8 ,−Ak
7 ]

Ak
5 = Ir1 ⊗D

k(Re)
2 , Ak

6 = Ir1 ⊗D
k(Im)
2

Ak
7 = (Dk(Re)

1 )T ⊗ Ir2, Ak
8 = (Dk(Im)

1 )T ⊗ Ir2

eee
k(Re)
2 = vec(Ek(Re)

2 ), eee
k(Im)
2 = vec(Ek(Im)

2 )

而 uuu
k(Re)
ji ,uuu

k(Im)
ji 可以表示为

uuu
k(Re)
ji = F k

3 www + eee
k(Re)
2

uuu
k(Im)
ji = F k

4 www + eee
k(Im)
2

计算相应的范数, 有:

‖Uk
ij‖2

F + ‖Uk
ji‖2

F =

(F k
1 www + eee

k(Re)
1 )T(F k

1 www + eee
k(Re)
1 )+

(F k
2 www + eee

k(Im)
1 )T(F k

2 www + eee
k(Im)
1 )+

(F k
3 www + eee

k(Re)
2 )T(F k

3 www + eee
k(Re)
2 )+

(F k
4 www + eee

k(Im)
2 )T(F k

4 www + eee
k(Im)
2 )

(26)

类似于实数的情况, 累积 K 个矩阵, 计算式
(26) 对于www 的导数并使其等于 0, 容易得到:

wwwopt = F−1ggg (27)



9期 汤辉等: 基于稳健联合分块对角化的卷积盲分离 1507

其 中, F =
∑K

k=1

∑4

i=1(F
k
i )TF k

i 和 ggg =
−∑K

k=1((F
k
1 )Teee

k(Re)
1 +(F k

2 )Teee
k(Im)
1 +(F k

3 )Teee
k(Re)
2 +

(F k
4 )Teee

k(Im)
2 ).

最后, 利用向量矩阵化算子分别得到矩阵 Wij

和Wji, 迭代计算不同的分块, 得到全矩阵W 的更

新, 并保证其具有小值性, 复数情况下的算法定义为
CVBDIAG (Complex value block diagonalization)
算法.

3.3 算法复杂度分析

设分块对角矩阵 Dk 的第 i 和第 j 个分块的

大小分别是 Li 和 Lj, 以一次实数乘法运算作为衡
量算法复杂度的单位, 则在一个迭代中 BDIAG 和
CVBDIAG 算法的复杂度如表 1 所示.

为了容易与文献 [7] JBD-OG (Joint block
diagonalization-optimal gradizent) 的算法复杂度
进行比较, 假定矩阵个数 K 足够大, 并且矩阵中每
个分块的大小相同, 都等于 L0, 那么有如下结论近
似成立:

结论 1. 当分块矩阵中分块的数目大于每个分
块的维数时, BDIAG (CVBDIAG) 算法的复杂度
要小于 JBD-OG 算法; 而当分块矩阵中分块的数目
小于每个分块的维数时, BDIAG (CVBDIAG) 算
法的复杂度要大于 JBD-OG 算法; 当分块矩阵中分
块的数目等于每个分块的维数时, 二者复杂度近似
相同.
证明. 由于 K 足够大, 并且 Li = Lj = · · · =

L0, 则 BDIAG 算法的复杂度为

T = (10KL6
0 + 8KL4

0)
R(R− 1)

2
≈

5KL6
0R

2 + 4KL4
0R

2 ≈
O(5KN 2L4

0)

(28)

类似地, 推出 CVBDIAG 算法的复杂度约为

O(18KN 2L4
0), 由于 JBD-OG 算法在实数和复数条

件下的复杂度[7] 分别为 O(9KN 4) 和 O(27KN 4),
忽略系数的差异, 并且注意到 N = L0R, 那么当

L0 > R 时, KN 2L4
0 > KN 4; 而当 L0 < R 时,

KN 2L4
0 < KN 4. ¤

由结论 1 可知, 当分块矩阵具有分块数目多而
维数小的特征时, BDIAG (CVBDIAG)算法具有更
小的计算复杂度, 特别的, 对于 L0 = 1 的联合 (零)
对角化[14−15] 问题, 算法的计算优势更加明显.

3.4 算法收敛性说明

迭代算法收敛性的严格数学证明是很困难的,
下面给出一个定性的说明. 由于代价函数 (14) 存
在下界 0, 并且式 (25) 和式 (27) 的最小二乘算法
保证了每一个非对角分块上的矩阵的 Frobenius 范
数的递减, 这等价于整个矩阵的非对角分块部分的
Frobenius 范数递减, 即 ‖φoff(p+1) − φoff(p)‖2

F < 0,
所以迭代算法能够保证当迭代次数 p →∞ 时, 代价
函数 φoff → 0.

4 仿真实验

仿真实验分为基本测试和仿真测试两个部分,
基本测试分析了算法在实数和复数条件下的收敛性,
以及在不同信噪比和不同矩阵个数情况下的性能;
仿真测试则给出了算法在卷积盲信号分离时的应用

效果.

4.1 基本测试

构造 K 个分块对角矩阵组成的集合, 其中每
个矩阵 Dk 的元素都是服从零均值和单位方差的高

斯分布变量, Dk 对角分块上的子矩阵大小分别为

2× 2, 2× 2, 3× 3, 则需要进行对角分块测试的矩阵
集合定义为:

Xk = ADkA
T + σ2Nk, k = 1, · · · ,K (29)

其中, A 为随机混合矩阵, 其元素满足均匀分布; Nk

是噪声矩阵, σ2 是度量噪声大小的常数, 算法工作
的信噪比环境定义为 SNR = 10 lg(1/σ2). 如果是
复数情况, 则Dk, A, Nk 是相应的复数矩阵. 式 (29)
中转置符号 “T” 变成共轭转置符号 “H”.
为了衡量算法的性能, 定义如下的性能指标:

表 1 BDIAG 和 CVBDIAG 算法的复杂度

Table 1 Complexity of BDIAG and CVBDIAG

子步骤 BDIAG 复杂度 CVBDIAG 复杂度

Ak
1 ∼ Ak

4 (Ak
1 ∼ Ak

8) 4KL2
i L2

j 8KL2
i L2

j

F k
1 ∼ F k

2 (F k
1 ∼ F k

4 ) 2KL3
i L3

j 4KL3
i L3

j

F 8KL3
i L3

j 32KL3
i L3

j

ggg 4KL2
i L2

j 16KL2
i L2

j

wwwopt 8L3
i L3

j + 4L2
i L2

j 64L3
i L3

j + 16L2
i L2

j

总计
R∑

i6=j

(10K + 8)L3
i L3

j + (8K + 4)L2
i L2

j

R∑
i6=j

(36K + 64)L3
i L3

j + (24K + 16)L2
i L2

j
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Iconv =10 lg

[
1

R(R−1)

(
R∑

i=1

(
R∑

j=1

‖Cij‖2
F

maxp ‖Cip‖2
F

)
+

R∑
j=1

(
R∑

i=1

‖Cij‖2
F

maxq ‖Cqi‖2
F

)]
(30)

其中, C = BA 为全局分离混合矩阵, 矩阵 C 共有

R × R 个子块矩阵. ‖Cij‖2
F 表示第 (i, j) 个子矩阵

的 Frobenius 范数, Iconv 描述了矩阵 C 与广义块对

角矩阵[16] 的相似程度, 当 Iconv 越小时, 表示分离
的效果越好. 图 1 和图 2 分别给出了在 20 次蒙特
卡洛实验中, 算法在实数和复数情况下随着 SNR 和
K 变化时的性能. 可以看出, 随着信噪比的增加, 性
能会有很大的改善, 而增加矩阵数目只能在很小的
范围内改变算法的性能. 从图中还可以看出算法在
实数和复数条件下的性能非常接近, 验证了 BDIAG
和 CVBDIAG 算法是一致的.

图 1 实数条件下的 BDIAG 算法随K 和 SNR 的变化情况

Fig. 1 Performance of BDIAG with K and SNR in

real case

图 2 复数条件下的 CVBDIAG 算法随K 和 SNR 的

变化情况

Fig. 2 Performance of CVBDIAG with K and SNR in

complex case

图 3 比较了本文算法和文献 [7] 的 JBD-OG 算
法在 K = 100 时, 不同信噪比条件下的分离性能,
试验结果是 50 次蒙特卡洛仿真的平均值. 由图 3 可
以看出, 本文算法相比于 JBD-OG 算法有大约 3 dB
左右的性能提升.

图 3 不同信噪比条件下本文算法和 JBD-OG 算法的

性能比较

Fig. 3 Performances of BDIAG and JBD-OG in different

SNR condition

4.2 仿真测试

给定 3 个在时域和频域都不可区分的源信号,
定义如下: 第 1 个为线性调频信号, 频率从 100 kHz
到 400 kHz; 第 2 个也为线性调频信号, 频率从
350 kHz 递减到 150 kHz; 第 3 个为频率 250 kHz
的正弦信号, 采样频率等于 1MHz.
接收端卷积混合的信号个数 m = 4, 假定每个

信号的滤波器长度相同 L = 2, 滤波器系数是服从
正态分布的随机数. 利用多时延模型, 令 L′ = 6, 取
1 000 个采样点, 计算 K = 20 个不同时延下的自
相关矩阵, 然后, 分别用 BDIAG 算法和 JBD-OG
算法得到卷积分离矩阵, 进而获得源信号的估计.
理论上来说, 分离出的信号与源信号存在尺度和排
序的不确定性, 而且分离信号是对应源信号的滤波
形式[2]. 为了衡量算法的性能, 计算源信号和估计
信号的相关系数来判断是否达到了分离信号的效

果. 在信噪比为 100 dB 的条件下源信号、混合信
号、BDIAG 算法分离信号和 JBD-OG 算法分离信
号分别如图 4 (a)∼ (d) 所示.
图 5 显示了在不同信噪比条件下的混合/分离

信号与源信号的相关系数的分布图, 其中相关系数
定义为每个混合/分离信号与三个源信号的相关系
数的最大值. 仿真结果是 10 次蒙特卡洛仿真的平均
值. 由图 5 可以看出, 在信噪比较大时, 两种算法都
能取得很好的分离效果, 而当信噪比较低时, 本文算
法具有更好的性能, 平均相关系数提升了约 20%.
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图 4 无噪声下一次试验中源信号、混合信号、BDIAG 分离信号和 JBD-OG 分离信号波形

Fig. 4 Waves of sources, mixtures, BDIAG separated signals and JBD-OG separated signals in

one experiment without noisy

图 5 不同信噪比条件下混合/分离信号与源信号最大相关系数分布

Fig. 5 Distribution of correlation coefficients mixed/separated signals with sources in different SNR conditions

5 结论

本文针对卷积盲分离问题, 提出了一种新的稳
健联合分块对角化算法. 算法利用矩阵范数的特性,
将全矩阵的范数最小化首先转为各个分块子矩阵范

数的最小化, 再将矩阵范数的最小化转为对应矢量
的范数最小化问题, 最后, 通过构造相应的矩阵得到
一组最优解. 算法的迭代不需要考虑步长的影响, 而
且能够保证分离矩阵的可逆性. 复数情况下的算法
和实数情况本质上是一致的. 仿真实验验证和比较
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了新算法在不同条件下的性能, 在线性调频信号和
正弦信号卷积盲分离实验中, 算法也体现了更好的
分离性能.
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