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柔性作业车间生产计划与调度集成优化求解策略

安玉伟 1, 2 严洪森 1, 3

摘 要 针对柔性作业车间 (Flexible job-shop, FJS) 生产计划 (Production planning, PP) 与调度紧密衔接的特点, 建立了

生产计划与调度集成优化模型. 模型综合考虑了安全库存、需求损失及工件加工路线柔性等方面因素. 提出了一种基于拉格

朗日松弛 (Lagrangian relaxation, LR) 的分解算法, 将原问题分解为计划子问题与调度子问题. 针对松弛的生产计划子问题,

提出一种新的费用结构, 以保证生产计划决策与实际情况相符, 并设计了一种变量固定 –松弛策略与滚动时域组合算法进行求

解. 对于调度子问题中的加工路线柔性问题, 提出了一种新的机器选择策略. 通过数值实验验证了模型与算法的有效性.
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Solution Strategy of Integrated Optimization of Production Planning and

Scheduling in a Flexible Job-shop
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Abstract To cope with the interaction between production planning and scheduling in a flexible job shop (FJS), an

integrated optimization model for production planning and scheduling is presented. Safety stock, demand loss and flexible

process routing of jobs are involved in the model. A decomposition algorithm based on Lagrangian relaxation (LR) is

used to solve this model, and the integrated problem is decomposed into a production planning sub-problem and a flexible

scheduling sub-problem. For the relaxed production planning sub-problem, a new cost structure is provided in order to

make the decision-making coincide with the practical problem, and an algorithm which combines varying fix-and-relax

with rolling-horizon is developed to solve the planning sub-problem. For the flexible process routing of the scheduling

sub-problem, a new strategy of machine assignment is addressed. Numerical experiments validate the effectiveness of the

proposed model and algorithm.
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生产计划 (Production planning, PP) 与调度
的制定是制造业生产运作管理的两个最重要的任务.
它们的制定结果强烈影响着企业的利润取得、资源

的利用效率及产品能否准时交货等方面[1]. 生产计
划是解决做什么 (What to do) 的问题, 通常指的是
企业在生产能力的约束下, 制定一系列中期决策, 包
括各种产品的产量、库存量和缺货量等. 生产计划
的目标是使上述各项决策的总相关费用最小. 因此,
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计划区间 (Planning horizon) 内各生产周期上的生
产目标及库存水平等构成生产计划的解. 生产计划
区间的长度一般介于几个月到一年之间. 另一方面,
生产调度是解决怎么做 (How to do) 的问题, 其主
要决策是将生产计划制定的每个周期的生产任务的

各工序进行机器指派和作业排序 (从而给出了每种
产品的各工序在相应机器上的开工与完工时间). 生
产调度涉及到的时间区间一般介于几天到几个星期

之间. 显然, 这两个问题是紧密相关的. 生产计划的
解 (生产目标) 是调度问题的输入条件; 同时, 生产
计划问题涉及到的能力约束往往与调度的解相关[1].
特别是在一些特殊的生产环境中, 无法将生

产计划与调度分离开来. 例如, 在柔性作业车间
(Flexible job-shop, FJS) 成批生产系统中, 需要确
定各种产品的生产批量、为每种产品分配加工设备

以及确定相应生产调度. 在制定批量计划时, 需要考
虑生产能力的限制, 而生产能力与机器的指派有关.
在确定机器指派时, 需要知道各批产品的加工时间,
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而这又和产品的批量及各种产品的单位加工时间有

关. 因此, 生产计划与调度在本质上是相互关联的,
很难区分生产计划与调度的界限.
然而, 传统的生产计划与调度制定方法却是采

用 “分而治之” 的方式. 首先, 生成生产计划, 然后,
依据给定的生产计划, 产生详细的调度. 具体来讲,
在生产计划层, 根据客户订单、需求预测和历史数
据, 首先, 制定出企业的综合生产计划 (Aggregate
production planning, APP). 然后, 在 APP 确定的
生产和库存水平总体决策下, APP 分解为详细的主
生产计划 (Master production scheduling, MPS),
制定出整个计划区间 (长度为月或年) 某个特定时段
(以天或周为时间单位) 最终产品的生产数量和库存
水平. 最后, 依据主生产计划的安排, 进行生产调度,
即将每周期的生产任务的各工序进行作业排序和机

器指派[2].
这种传统的递阶方法的主要缺点是由于在计划

层忽略了详细的调度约束, 使得对于给定的生产计
划, 可能无法获得可行的生产调度[2]. 因此, 理想
的方式是将生产计划与调度集成优化. 最近的研究
趋势体现了这种将生产计划与调度协调起来集成优

化的观点, 即在制定生产计划时不仅考虑生产能力
的约束, 而且将详细的调度作为一种约束条件, 也
就是将 “依据计划制定的生产任务必须在相应的生
产周期内完成” 作为新的约束条件加以考虑, 我们
称之为生产计划与调度可行条件. 研究背景主要为
具有调整时间与 (产品型或产品族) 加工顺序相关
(Sequence dependent setup times) 性质的生产环
境或作业车间[3−5].
生产计划与调度集成优化问题已成为流程工业

生产运作管理研究热点之一[6−8], 本文关注的是离
散制造业的生产计划与调度集成优化问题.
和生产计划与调度集成优化相近的一类问题是

批量计划与调度同步问题 (Simultaneous lot-sizing
and scheduling problem, SLSSP). 这里的批量计划
是指确定每种产品在一个计划区间内的各生产周期

的生产量, 特别是指每种产品在每台机器上连续加
工期间没有中断时的生产数量. 该类问题研究在满
足生产能力约束下, 同时确定每种产品的生产批量
及各种产品的加工顺序, 但 SLSSP 模型中一般不含
生产计划与调度可行条件. 多数文献以调整时间与
加工顺序相关的单机、并行机和流水车间的生产环

境为研究背景[9−11].
目前, 研究复杂的作业车间环境下生产计划与

调度集成优化的成果较少[2]. Lasserre[12] 针对作业

车间生产环境, 建立了同时包含计划与调度属性的
混合整数规划模型, 提出了计划与调度交替迭代进
行的分解方法, 并证明该算法可以经过有限次迭代
收敛到一个局部最优解. 熊锐等[13] 对 Lasserre 给

出的数学模型, 提出了一种基于拉格朗日松弛 (La-
grangian relaxation, LR) 的分解算法, 理论上可以
得到问题的最优解. 但随着问题规模的增大, 解调度
子问题将消耗较多的计算负担, 难以应用到大规模
问题. Fandel 等[14] 建立了多产品多级作业车间批

量计划与调度同时优化的双层时间结构模型. 该模
型本质上是非线性的, 且包含了三种不同形式的 0-1
整数变量, 使得该模型非常复杂很难求解, 因而没有
给出求解方法. 文献 [12−14] 是以经典的作业车间
为研究背景, 其中, 每个工件的每道工序限定在指定
的机器上加工. 而在实际生产中, 允许工序在多台机
器中的任意一台上加工, 这种生产环境就是柔性作
业车间. 因此, 研究柔性作业车间生产计划与调度的
集成优化具有理论意义与应用价值. 据我们所知, 目
前只有文献 [15] 对柔性作业车间生产计划与调度的
集成优化问题进行了研究. Zhang 等[15] 建立了柔性

作业车间生产计划与调度的集成优化模型, 并设计
了一种混合遗传算法对模型整体求解.
本文建立了柔性作业车间生产计划与调度集成

优化的混合整数规划模型. 模型考虑了产品加工路
线的柔性及安全库存的需求. 针对模型的特点, 提出
了求解该模型的广义 LR 分解算法, 在求解计划子
问题时, 提出了一种新的费用结构.
本文研究与现有研究不同之处在于: 1) 现有

文献要求每种产品的总需求必须在计划区间内全部

满足 (容许在付出较高的惩罚代价下延期交货). 本
文研究容许每种产品在每一生产周期失去部分或全

部需求 (Demand shortage), 此时会造成销售损失
(Lost sales)[16]; 2) 生产计划与调度集成优化问题所
建立的数学模型规模往往非常庞大, 很难直接求解.
理想方法是采用 LR 等分解法[2], 本文设计了一种
广义 LR 分解算法, 将其分解为系列计划子问题与
调度子问题分别求解. 由于计划与调度的特点不同,
由 “No free lunch” 原理[17], 其中, 计划子问题与调
度子问题分别采用精确优化方法和粒子群优化算法

求解, 并通过拉格朗日乘子进行协调优化. 而文献
[6, 13] 的分解方法是针对所解决问题的特殊性而构
造的, 不适合应用到一般情况; 3) 由于产品的需求
量往往是通过预测得到的, 具有一定的不确定性. 为
了应对这种不确定性, 应允许有一定的库存存在, 即
应设定一个安全库存, 已有较多文献研究安全库存,
但在生产计划与调度集成优化问题中包含安全库存

的研究还很少, 本文模型包含了安全库存.

1 柔性作业车间生产计划与调度集成模型

1.1 问题描述

在汽车制造业中, 冲压车间是整个汽车制造系
统的首要环节, 为下游的焊装车间提供装配件 (冲
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压件). 其主要特征基本与柔性 Job-shop 相符[15, 18].
该车间的生产特点是: 冲压件 (产品) 的种类多、批
量小. 在加工冲压件前需要更换模具, 换模时间 (即
调整时间, 一般约为 10∼ 20 分钟) 远远大于单件冲
压产品的加工时间 (一般约为 10 秒左右)[15, 18]. 因
此, 为了减少换模所占用的时间, 冲压车间多以成批
轮番方式组织生产. 冲压产品具有不同的加工路线
以备选择, 具有较强的柔性. 由前面所述, 有必要将
生产计划与调度集成起来优化.
本文以南汽集团车身厂冲压车间为背景, 该车

间有M 台具有不同冲压能力的设备. 在由 T 个生

产周期组成的时间段内计划生产 N 种工件 (以下工
件与产品互用), 每种工件 i 包含 ni 道工序, 能完成
每道工序加工任务的机器可能有多台. 在周期 t 内,
已知产品 i 的需求量为 dit. 需要给出合理的生产计
划与调度, 使得每个周期的生产任务能够在该周期
内完成 (可以适当的加班). 生产计划的任务是制定
出各种产件的生产量 Xi,t, 使产品的生产费用、库存
保管费用与缺货惩罚费用之和最小; 调度的任务是
为每种产品分配机器及确定同一设备上的产品的加

工顺序 (从而相应地确定出每种产品在各个机器上
的开工与完工时间, 某些设备上的工人可能需要加
班), 使加班费用与机器指派费用之和最小. 生产计
划与调度的集成优化就是在保证能够得到可行的调

度的基础上, 从整体上优化这两部分费用.

1.2 数学模型

1.2.1 参数及变量说明

参数及指标符号:
N : 产品种类数, N̄ = {1, · · · , N};
M : 机器总数, M̄ = {1, · · · ,M};
T : 时间周期总数, T̄ = {1, · · · , T};
i, j: 产品号, i, j = 1, · · · , N ;
ni: 产品 i 的工序总数, n̄i = {1, · · · , ni};
k, l: 工序号, k, l = 1, · · · , ni;
(i, k): 产品 i 的第 k 道工序;
m: 机器号, m ∈ M̄ ;
t: 时间周期序号, t ∈ T̄ ;
INVi: 产品 i 在第一个生产周期的初始库存;
RIi,t: 产品 i 在周期 t 的安全库存定额, i ∈ N̄ ,

t ∈ T̄ ;
sm

i,k: 工序 (i, k) 在机器m 上加工所需要的生产

调整时间 (即换模时间);
pm

i,k: 工序 (i, k) 在机器m 上的加工时间;
fm

i,k: 工序 (i, k) 可以在机器m 上加工时其值为

1, 否则为 0;
J(m): 可以在机器m 上加工的工序集合, 不包

括虚拟工序;
J1(m): 可以在机器 m 上加工的工序集合, 包

括虚拟产品 J0 的工序;
J2(m): 可以在机器 m 上加工的工序集合, 包

括虚拟产品 Jn+1 的工序;
M(i, k): 能够加工工序 (i, k) 的机器集合;
ch+

i,t: 产品 i 在周期 t 的安全库存超额的单位惩

罚费用;
ch−i,t: 产品 i 在周期 t 的安全库存欠额的单位惩

罚费用;
cpi,t: 产品 i 在周期 t 的单位生产费用;
cbi,t: 产品 i 在周期 t 的单位欠产惩罚费用;
cui,t: 产品 i 在周期 t 生产准备费用;
csm

i,k: 工序 (i, k) 在机器 m 上的生产调整费用

(即换模费用);
ctm,t: 在周期 t 内, 机器 m 上加班所需要支付

的单位费用;
di,t: 产品 i 在周期 t 内的需求量;
Mli: 产品 i 的生产批量上限;
mli: 产品 i 的最小生产批量;
ω: 加班时间上限比例因子;
Wt: 周期 t 内可用的生产能力, 这里假设每台

机器的生产能力均相同;
G: 一个大的正数.
变量:
SI+

i,t: 产品 i 在周期 t 内的安全库存超额量;
SI−i,t: 产品 i 在周期 t 内的安全库存欠额量;
Li,t: 产品 i 在周期 t 内的欠产数量;
Xi,t: 产品 i 在周期 t 内的生产量;
yi,t: 在周期 t 内, 若产品 i 进行生产, 则其值为

1, 否则为 0;
Bt

i,k: 在周期 t 内, 工序 (i, k) 的开工时间;
Ct

i,k: 在周期 t 内, 工序 (i, k) 的完工时间;
Fm,t: 在周期 t 内, 机器 m 上最后一个加工工

件的完工时间;
αm,t

i,k : 在周期 t 内, 若工序 (i, k) 指派在机器m

上加工, 其值为 1, 否则为 0;
δm,t

i,k,j,l: 在周期 t 内, 若在机器m 上, 工序 (i, k)
先于工序 (j, l) 加工, 其值为 1, 否则为 0;

Om,t: 在周期 t 内, 机器m 上的加班时间;
为方便起见, 用 J0, Jn+1 表示虚拟工件. 虚拟

工件的工序称为虚拟工序, J0, Jn+1 的虚拟工序数

均为M , 假定它们的第 k 道工序均只能在第 k 台机

器上加工, 即设当 k = m 时, fm
0,k = fm

n+1,k = 1; 当
k 6= m, m ∈ M̄ 时, fm

0,k = fm
n+1,k = 0. 并且假设

sm
i,k = pm

i,k = 0, i = 0, n + 1, m ∈ M̄ . 其有关的费
用参数均设为很大的正数G. 在每个周期内, 每一台
机器上最先加工与最后加工的工件分别为虚拟工件

J0, Jn+1.
如果在一个计划周期内生产的产品种类较多时,

换模时间将占用较长时间, 导致冲压车间的生产能
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力较为紧张, 其生产的冲压件将无法满足焊装车间
的需求. 同时由于产品的需求不是稳定不变的, 经常
会出现紧急订单, 这时焊装车间对冲压件的需求量
便会增加. 为应对这两种情形, 应允许冲压件有一定
库存, 即设定一个安全库存.
通常情况下, 安全库存是作为约束条件的刚性

要求. 但是, 如果生产能力较为紧张时, 这一要求将
无法达到. 因此, 可以将安全库存作为要达到的一种
目标, 而不是作为一种约束[19]. 如果达不到这个目
标, 将给予惩罚, 我们把这种安全库存称之为期望安
全库存. 为更好地描述这个问题, 给出安全库存欠额
与安全库存超额的定义.
定义 1. 设 Ii,t (Ii,t ≥ 0)表示产品 i在 t周期末

的库存量, 如果库存量大于安全库存定额 RIi,t, 即
Ii,t ≥ RIi,t, 则称其超出安全库存定额部分为安全库
存超额, 记为 SI+

i,t (即 SI+
i,t = Ii,t − RIi,t, 当 Ii,t ≥

RIi,t). 如果库存量小于安全库存定额 RIi,t (Ii,t ≤
RIi,t), 则称安全库存定额不足部分为安全库存欠额,
记为 SI−i,t (即 SI−i,t = RIi,t − Ii,t, 当 Ii,t ≤ RIi,t).
因此, 安全库存超额 SI+

i,t = max{Ii,t −RIi,t, 0}, 库
存欠额 SI−i,t = max{RIi,t − Ii,t, 0}, 库存量可以表
示为 Ii,t = RIi,t + SI+

i,t − SI−i,t. 通常情况下, 变量
SI−i,t, SI+

i,t 对应的单位惩罚成本 ch−i,t, ch+
i,t 满足关

系式 ch−i,t > ch+
i,t

[19].

1.2.2 数学模型

PPSP-1:

minZ =
T∑

t=1

N∑
i=1

(ch+
i,tSI+

i,t + ch−i,tSI−i,t+

cpi,tXi,t + cbi,tLi,t + cui,tyi,t)+
M∑

m=1

T∑
t=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

csm
i,kα

m,t
i,k +

M∑
m=1

T∑
t=1

ctm,tOm,t

(1)

s.t.

INVi + Li,1 + Xi,1 = Ii,1 + di,1, ∀i (2)

Ii,t−1 + Li,t + Xi,t = Ii,t + di,t, t = 2, · · · , T, ∀i
(3)∑

(i,k)∈J(m)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)α
m,t
i,k ≤ Wt + Om,t,

∀m, t (4)

SI+
i,t = max{Ii,t −RIi,t, 0}, ∀i, t (5)

SI−i,t = max{RIi,t − Ii,t, 0}, ∀i, t (6)

mliyi,t ≤ Xi,t ≤ Mliyi,t, ∀i, t (7)

SI−i,t ≤ RIi,t, ∀i, t (8)

Li,t ≤ di,t, ∀i, t (9)

αm,t
i,k ≤ fm

i,k, k ∈ n̄i,∀i,m, t (10)

Ct
i,k ≥ Bt

i,k +
∑

m∈M(i,k)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)α
m,t
i,k ,

k ∈ n̄i,∀i, t (11)

Ct
i,k ≤ Bt

i,k+1, k ∈ n̄i,∀i, t (12)

Bt
i,k + (sm

i,kyi,t + pm
i,kXi,t)α

m,t
i,k − (1− δm,t

i,k,j,l)G ≤
Bt

j,l, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j, ∀i, j, m, t (13)

Bt
j,l + (sm

j,lyj,t + pm
j,lXj,t)α

m,t
j,l − (1− δm,t

j,l,i,k)G ≤
Bt

i,k, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j, ∀i, j, m, t (14)∑

m∈M(i,k)

αm,t
i,k = yi,t, k ∈ n̄i,∀i, t (15)

∑

(i,k)∈J1(m)

δm,t
i,k,j,l = αm,t

j,l ,m ∈ M(j, l), l ∈ n̄j,∀j, t

(16)∑

(j,l)∈J2(m)

δm,t
i,k,j,l = αm,t

i,k ,m ∈ M(i, k), k ∈ n̄i,∀i, t

(17)∑

(i,k)∈J(m)

δm,t
0,l,i,k ≤ 1, l = m,∀m, t (18)

∑

(i,k)∈J2(m)

δm,t
i,k,0,l = 0, l = m,∀m, t (19)

∑

(i,k)∈J(m)

δm,t
i,k,n+1,l ≤ 1, l = m,∀m, t (20)

∑

(i,k)∈J1(m)

δm,t
n+1,l,i,k = 0, l = m,∀m, t (21)

Fm,t = max
(i,ni)∈J(m)

{Ct
i,ni

− (1− δm,t
i,ni,n+1,l)G},

l = m,∀m, t (22)

Fm,t ≤ Wt + Om,t, ∀m, t (23)

0 ≤ Om,t ≤ ωWt, ∀m, t (24)

SI+
i,t, SI−i,t, Ii,t, Li,t, Xi,t ∈ Z+

N×T ,

yi,t ∈ {0, 1}, ∀i, t (25)

Bt
i,k, C

t
i,k, Om,t ≥ 0, αm,t

i,k , δm,t
i,k,j,l ∈ {0, 1},

0 ≤ ω ≤ 1, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j,∀i, j, m, t (26)

式 (1) 以极小化相关费用为目标函数, 费用由安全
库存超额惩罚费用、安全定额欠额惩罚费用、生产

费用、欠产惩罚费用、生产准备费用、换模费用及加

班费用组成. 约束 (2) 和 (3) 表示物料平衡方程. 约
束 (4) 为生产能力约束. 约束 (5) 和 (6) 给出了为安
全库存超额及安全库存欠额计算公式. 约束 (7) 表
示生产批量的上限及下限限制. 约束 (8) 和 (9) 限
定了安全库存欠额及工件缺货数量的取值上限. 约
束 (10) 表示工序只能在其允许的机器上加工. 约束



1480 自 动 化 学 报 39卷

(11) 和 (12) 分别是同一工件的工序加工顺序约束.
约束 (13) 和 (14) 分别表示在同一周期内任一台机
器上同一时刻最多只能完成一道工序的生产调整及

加工工作. 约束 (15) 表示如果产品进行生产, 其每
一道工序只能选择在一台机器上加工. 约束 (16) 和
(17) 强调每道工序只能有一道紧前工序及一道紧后
工序. 约束 (18)∼ (21) 迫使虚拟工序只能在每台机
器最先与最后加工. 约束 (22) 给出了每台机器的完
工时间的计算方法. 约束 (23) 表示每台机器的完工
时间不能超过其可利用的时间, 约束 (23) 保证了调
度的可行性. 约束 (24) 表示加班时间的限制.
依照传统的递阶方式制定生产计划与调度时,

首先, 要对机器调整时间加以估计, 对柔性作业车间
来说, 就是依据经验为工序指派机器, 然后, 优化生
产批量. 对于本文来说, 当机器指派变量 αm,t

i,k 固定

时, 依据通常方法确定生产计划的模型为
生产计划模型 PP:

minZPP =
T∑

t=1

N∑
i=1

(ch+
i,tSI+

i,t + ch−i,tSI−i,t+

cpi,tXi,t + cbi,tLi,t + cui,tyi,t)

s.t.∑

(i,k)∈J(m)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)α
m,t
i,k ≤ ω′Wt,∀m, t

约束(2), (3), (5) ∼ (9), (25) (其中αm,t
i,k 为常量)

模型 PP 中的 ω′ 表示生产能力的利用系数, 如
果不容许加班, 则 ω′ = 1; 如果容许加班, 则 ω′ > 1.

当已知生产批量 Xi,t 的值时, 即约束
(10)∼ (24) 中的变量 Xi,t, yi,t 为已知时, 生产调
度模型为:
生产调度模型 SP:

minZSP =
M∑

m=1

T∑
t=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

csm
i,kα

m,t
i,k +

M∑
m=1

T∑
t=1

ctm,tOm,t

s.t.

约束(10) ∼ (24), (26) (其中Xi,t, yi,t为已知)

需要指出的是生产计划与调度集成优化模型

PPSP-1 是经典的计划模型 PP 与调度模型 SP 的
组合, 因此, 模型 PPSP-1 中除约束 (4) (将计划模
型中的生产能力的利用与机器指派相关联) 和约束
(22) (为计算每台机器上加班时间) 是作者归纳的
外, 其他均可以从相应的文献中找到. 例如: 计划
模型中约束 (2)∼ (3)、约束 (7)、约束 (9) 来源于文
献 [16, 19] (许多相应文献均提到过这些约束), 约束

(5)∼ (6)、约束 (8) 来源于文献 [19]; 调度模型中的
约束 (10)∼ (21) 虽然与文献 [20] 不完全一致, 但也
是作者综合文献 [20] 与其他文献得到的.

2 求解方法

2.1 广义拉格朗日分解法

上述生产计划与调度集成优化模型实际上包含

了批量计划与柔性作业车间调度两个子问题, 这两
个子问题均是 NP-hard 问题, 因此, 本文所研究的
生产计划与调度集成优化问题也是 NP-hard 的. 无
法在允许的时间范围内得到该问题的精确解. 所以
本文采用拉格朗日分解法求解该问题. 为了能够利
用拉格朗日分解法, 引入三组新的约束, 并将约束
(4) 及约束 (11)∼ (15) 变为约束 (30)∼ (35). 其中,
χ(z) = 1, 如果 z > 0; 否则, χ(z) = 0.

PPSP-2:

minZ

s.t.

约束 (2)和 (3)

约束 (5)∼(10)

Xi,t = Qi,t, ∀i, t (27)

αm,t
i,k = βm,t

i,k , ∀i, t (28)

ȳi,t = χ(Qi,t), ∀i, t (29)∑

(i,k)∈J(m)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)β
m,t
i,k ≤ Wt + Om,t,

∀m, t (30)

Ct
i,k ≥ Bt

i,k +
∑

m∈M(i,k)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)β
m,t
i,k ,

k ∈ n̄i,∀i, t (31)

Ct
i,k ≥ Bt

i,k +
∑

m∈M(i,k)

(sm
i,kȳi,t + pm

i,kQi,t)α
m,t
i,k ,

k ∈ n̄i,∀i, t (32)

Bt
i,k + (sm

i,kȳi,t + pm
i,kQi,t)α

m,t
i,k − (1− δm,t

i,k,j,l)G ≤
Bt

j,l, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j, ∀i, j, m, t (33)

Bt
j,l + (sm

j,lȳj,t + pm
j,lQj,t)α

m,t
j,l − (1− δm,t

j,l,i,k)G ≤
Bt

i,k, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j, ∀i, j, m, t (34)∑

m∈M(i,k)

αm,t
i,k = ȳi,t, k ∈ n̄i, ∀i, t (35)

及约束(2), (3), (5) ∼ (10), (16) ∼ (26)

上述模型中约束 (27) 和 (28) 中的 Qi,t, βm,t
i,k

是联接生产计划与调度的人工变量, 约束 (29) 确
定产品 i 在周期 t 内是否生产. 约束 (29) 与模型
PPSP-1 中的约束 (7) 具有相同的意义, 保证了只
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有在某种产品确定需要生产时才进行与其相关的生

产准备. LR 算法实质上是一种迭代算法, 为了利用
LR 算法, 为生产计划中的变量 Xi,t, yi,t 设置了在

调度问题中的对应项 Qi,t, ȳi,t, 同样为调度问题中
的机器指派变量 αm,t

i,k , 设计了在计划问题中的对应
项 βm,t

i,k , 以便在每一次拉格朗日迭代时, 将计划与调
度问题进行分解与协调. 在下文中, 约束 (30) 和约
束 (31) (βm,t

i,k 看作常量) 将用在 LR 法中的计划子
问题中, 约束 (32) ∼ (34) (Qi,t, ȳi,t 看作常量) 将用
在 LR 法中的调度子问题中. 约束 (35) 表示只有当
需要生产时 (ȳi,t = 1) 才为其指派加工机器. 引入拉
格朗日乘子 µµµ = {µi,t}, ννν = {νm,t

i,k }, i ∈ N̄ , k ∈ n̄i,
m ∈ M̄ , t ∈ T̄ , θθθ = (µµµ,ννν). 将约束 (27) 和 (28) 松
弛到目标函数中. 松弛模型 LRPPSP 为:

LRPPSP:

ZLR = Z +
N∑

i=1

T∑
t=1

µi,t(Xi,t −Qi,t)+

T∑
t=1

M∑
m=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

νm,t
i,k (αm,t

i,k − βm,t
i,k ) =

T∑
t=1

N∑
i=1

(ch+
i SI+

i,t + ch−i SI−i,t+(cpi,t + µi,t)Xi,t+

cbi,tLi,t + cui,tyi,t)−
T∑

t=1

M∑
m=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

νm,t
i,k βm,t

i,k +

T∑
t=1

M∑
m=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

(csm
i,k + νm,t

i,k )αm,t
i,k +

M∑
m=1

T∑
t=1

ctm,tOm,t

s.t.

约束 (2), (3), (5)∼ (10), (12), (16)∼ (26), 以及约束
(29)∼ (35)

人工变量 Qi,t, βm,t
i,k 所对应的拉格朗日乘子

µi,t, νm,t
i,k 可以看作影子价格, µi,t 可以解释为出售

单位生产能力 (资源) 所获得的利润, 同样 νm,t
i,k 可以

解释为企业出租设备所带来的利润. 基于此, 可以令

µi,t = λcpi, νm,t
i,k = λcsm

i,k, 0 ≤ λ ≤ 1 (36)

注意到这个模型实际上仍然不能分解成计划与调

度相互独立的子问题, 因此, 无法采用标准的拉格
朗日分解法将该问题分解为一系列的子问题进行求

解. 但是可以求助于一类广义的拉格朗日分解法[21]

得到该问题的近似解, 即将问题分解为固定机器指
派的生产计划问题、固定批量的生产调度问题, 交
替迭代求解这两个子问题. 这种广义拉格朗日分解
法可以看成为标准的拉格朗日法与数值分析中的高

斯 –赛德尔 (Gauss-Seidel) 迭代原理的组合[22]. 文
献 [23] 在研究劳动力受限生产系统的生产批量计
划问题时, 利用广义 LR 法将所建立的集约生产计
划模型分解为劳动力模型及生产计划模型两个子

问题. 然而这两个子问题并不是独立的, 生产计划
模型中涉及到生产批量及劳动力数量两种变量, 其
中, 劳动力数量变量与另一子问题 (即劳动力子问
题) 中的变量相关. 文献 [24] 利用 LR 技术将库存
路径问题分解为库存问题与路径两个子问题. 在求
解库存问题时, 把车辆配送路径固定. 而在优化配
送车辆路径时, 将库存变量看为常数. 因此, 其实质
也是广义的拉格朗日分解法. 设 xxx = (SISISI+, SISISI−,
X, L, yX, L, yX, L, y), πππ = (α, δ,B, Cα, δ,B, Cα, δ,B, C) 分别为批量生产计划子问
题及调度子问题的决策变量, 记 ZPP

LR (xxx|θθθ, β̄ββ) 为固定
了机器指派 βββ 为 β̄ββ 的松弛生产计划问题 LRPP-1,
ZSP

LR(πππ|θθθ, Q̄QQ) 是固定了生产批量QQQ 为 Q̄QQ 的松弛生产

调度子问题 LRSP.
将约束 (30) 中的机器指派变量 βm,t

i,k 固定为常

量 β̄m,t
i,k , 从而把约束 (30) 和 (31) 转化为 LRPP-1

中的约束 (37) 和 (38), 在 LR 算法中, 每次迭代时,
将 LRPP-1 中的常量 β̄m,t

i,k 取为 LRSP 在上一次迭
代中得到的机器指派结果 αm,t

i,k , 并将 LRSP 在上一
次迭代中得到的变量 δm,t

i,k,j,l 的取值作为常量 δ̄m,t
i,k,j,l

(即将上一次迭代时调度子问题的排序结果固定), 并
将 β̄m,t

i,k 及 δ̄m,t
i,k,j,l 带入约束 (13), (14)和约束 (22)得

到 LR 计划子问题 LRPP-1 中的约束 (39)∼ (41).
计划子问题 LRPP-1 模型具体如下:

LRPP-1:

ZPP
LR (xxx|θθθ, β̄ββ) =

T∑
t=1

N∑
i=1

(ch+
i SI+

i,t + ch−i SI−i,t+

(cpi,t + µi,t)Xi,t + cbi,tLi,t + cui,tyi,t)−
T∑

t=1

M∑
m=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

νm,t
i,k β̄m,t

i,k

s.t.∑

(i,k)∈J(m)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)β̄
m,t
i,k ≤ (1 + ω)Wt,

∀m, t (37)

Ct
i,k ≥ Bt

i,k +
∑

m∈M(i,k)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kXi,t)β̄
m,t
i,k ,

∀m, t (38)

Bt
i,k + (sm

i,kyi,t + pm
i,kXi,t)β̄

m,t
i,k − (1− δ̄m,t

i,k,j,l)G ≤
Bt

j,l, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j,∀i, j, m, t (39)

Bt
j,l + (sm

j,lyj,t + pm
j,lXj,t)β̄

m,t
j,l − (1− δ̄m,t

j,l,i,k)G ≤
Bt

i,k, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j,∀i, j, m, t (40)
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Fm,t = max
(i,ni)∈J(m)

{Ct
i,ni

− (1− δ̄m,t
i,ni,n+1,l)G},

l = m,m ∈ M̄, t ∈ T̄ (41)

约束 (2), (3), (5)∼ (9), (12), (23)∼ (25)
约束 (37) 为固定了机器指派变量后的生产能力

约束,约束 (12),约束 (23)∼ (25)及约束 (38)∼ (41)
为当固定了机器加工顺序后的生产批量约束, 目的
是使制定的生产计划能够在规定的生产周期内完成,
即保证得到的计划是可行的. 需要指出的是 LRPP-
1 模型中, 每周期的加班变量 Om,t 被最大可用加

班时间 ωWt 代替, 这一变化并不影响 LRPP-1 的
解. 其原因是在最优解中, 得到的批量计划保证能
够得到可行的调度, 而具体的加班时间由调度子问
题 LRSP 确定. 将约束 (29) 和 (32)∼ (34) 中的计
划变量 Qi,t 当作常量记为 Q̄i,t, 得到 LRSP 中的约
束 (42)∼ (45). 在 LR 算法运行过程中, 每次迭代
时, LRSP 中的 Q̄i,t 取 LRPP-1 在上一次迭代得到
的批量值 Xi,t. LRSP 模型具体如下:

LRSP:

ZSP
LR(πππ|θθθ, Q̄QQ) =

M∑
m=1

T∑
t=1

ctm,tOm,t+

T∑
t=1

M∑
m=1

N∑
i=1

ni∑
k=1

(csm
i,k+νm,t

i,k )αm,t
i,k −

N∑
i=1

T∑
t=1

µi,tQ̄i,t

ȳi,t = χ(Q̄i,t), ∀, i, t (42)

Ct
i,k ≥ Bt

i,k +
∑

m∈M(i,k)

(sm
i,kȳi,t + pm

i,kQ̄i,t)α
m,t
i,k ,

k ∈ n̄i,∀i, t (43)

Bt
i,k + (sm

i,kȳi,t + pm
i,kQ̄i,t)α

m,t
i,k − (1− δm,t

i,k,j,l)G ≤
Bt

j,l, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j,∀i, j, m, t (44)

Bt
j,l + (sm

j,lȳj,t + pm
j,lQ̄j,t)α

m,t
j,l − (1− δm,t

j,l,i,k)G ≤
Bt

i,k, k ∈ n̄i, l ∈ n̄j,∀i, j, m, t (45)

约束 (10), (12), (16)∼ (24), (26), (35)
LRSP 模型中的约束 (42) 的意义如前所述表示

某种产品是否需要进行生产准备, 约束 (43)∼ (45)
的意义与 PPSP-1 模型中的约束 (11), 约束 (13) 和
(14) 的意义相同, 区别在于约束 (43)∼ (45) 中的有
关计划变量为常数 (即为上一次 LR 迭代中的计划
变量的取值), 而在 PPSP-1 模型中为变量.

2.2 子问题解法

2.2.1 松弛生产计划问题的解法

给定了机器指派策略后, LRPP-1 模型为带有
能力约束的多品种批量计划问题. 在研究批量计划
问题时, 当某周期的需求得不到完全满足时, 对没
有满足的需求部分有两种处理方式, 一种是可以由

后边周期的生产来补偿, 即拖期交货 (Backlogging);
另外一种方式是缺货不补, 即不满足的部分无法得
到补偿, 此时, 会造成需求损失 (Lost sales). 本文
的缺货是指后一种情况. 对于允许库存存在及允许
拖期交货情形, 有关费用结构 (指生产费用、库存费
用及缺货费用等, 即批量计划问题目标函数的部分
系数之间的关系) 的设置需要特别关注. 文献 [25]
在研究无能力约束批量计划问题时, 指出只有在合
理的费用结构情形下, 才有可能得到符合实际情况
的生产计划决策, 并给出了一种经典费用结构, 即
W-W 费用结构 (Wagner-Whitin costs). 这种费用
结构已成为研究批量计划问题的最常用的费用结构

之一[26]. 本文研究的 LRPP-1 模型同时考虑了期望
安全库存及允许缺货. 因此, 需要给出合理的费用结
构, 以便于能够从松弛生产计划模型得到符合实际
生产情况 (指清仓模式) 的生产决策. 本文给出一种
新的费用结构.
定义 2. 满足需求优先 (相对于库存) 型费用是

指一个批量计划问题的有关费用满足如下不等式:

cbi,t > ch−i,t + cbi,t+1, ∀i, t (46)

并且规定 cbi,T+1 = 0, i = 1, · · · , n.
下面给出式 (46) 的一个粗略解释. 当某种产品

发生失去需求 (Li,t > 0) 时, 假设此时该产品的需求
得到部分满足, 在周期 t 内, 如果从中拿出一个产品
作为库存用来满足下一周期的需求, 将使 Li,t 的惩

罚费用增加一个单位, 同时有可能使 SI−i,t, Li,t+1 的

值各减少一个单位, 从而它们的惩罚费用也各减少
一个单位. 当式 (46) 成立时, 这种做法不会使问题
得到优化.
由式 (46) 可以得到失去需求的惩罚成本满足

cbi,t > cbi,t+1, 即该成本为时间周期的单调递减函
数. 其原因是由于需求是基于预测得到的, 生产决策
也主要关注前几个周期.
式 (46) 保证了在某周期 t 内, 如果需求只得到

了部分满足, 则该周期内的生产量应全部用来满足
需求, 这种模式称为清仓 (Stockouts) 模式[1]. 实际
的生产中多以清仓的方式处理需求不满足的情况.
通常企业要求给出近几天内的一个详细生产计划与

调度, 而对后边生产周期只要求给出粗略的规划, 生
产策略将随着订单的变化做具体的调整. 因此, 生产
的产品应用来满足需求, 而不应该作为库存来满足
未来周期的需求. 除非特别说明, 下文均假设式 (46)
成立.
通常情况假设 ch−i,t > ch+

i,t, 所以也有 cbi,t >

ch+
i,t + cbi,t+1, i ∈ N̄ , t ∈ T̄ . 由式 (46) 累加, 可以

得到下面性质.
性质 1. 关于满足需求优先型费用有下面两个
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结论:

1) cbi,t >

υ−1∑
ζ=t

ch−i,ζ + cbi,υ, t < υ ≤ T, ∀i, t (47)

2) cbi,t >

T∑
ζ=t

ch−i,ζ , ∀i, t (48)

记 xxx∗ = (SISISI+∗,SISISI−∗,XXX∗,LLL∗, yyy∗) 为 LRPP-1
的可行解, 相应地 III∗ = RIRIRI+ + SISISI+∗ − SISISI−∗. 则关
于最优解有下面结论成立.
引理 1. 若 xxx∗ 为 LRPP-1 的最优解, 则有

SISISI+∗
i,t ·SISISI−∗i,t = 0, i ∈ N̄ , t ∈ T̄ . 即在 LRPP-1的最

优解中安全库存欠额与超额不能同时存在.
证明. 文献 [19] 证明了在考虑缺货与安全库

存费用情况下, 在单品种无能力约束的批量计划问
题 (Uncapacitated lot-sizing problem, ULSP) 中
有 SI+∗

i,t · SI−∗i,t = 0 成立. 如果将约束 (5) 和 (6) 分
别带入约束 (2) 和 (3), 得到的新约束记为约束 (2a)
和 (3a), 则 LRPP-1 模型与 ULSP 模型均包含约束
(2a), (3a), (7)∼ (9),区别在于 LRPP-1包含了能力
约束 (37) 及产品开工与完工时间约束 (38)∼ (41).
从文献 [19] 的证明过程来看, 约束 (37)∼ (41) 对引
理 1 的结论证明无影响, 因而由文献 [19] 可知引理
1 成立. ¤
引理 2. 设 xxx∗ 为 LRPP-1 的可行解, 若 ∃τ ∈

[1, T ], 且 I∗i,τ · L∗i,τ 6= 0. 记 ∆ = min{I∗i,τ , L∗i,τ}, 若
∀t ∈ [τ, T ], 均有 I∗i,t ≥ ∆, 则通过变换:

1) Ĩi,t = I∗i,t, L̃i,t = L∗i,t, t ∈ [1, τ − 1];
2) Ĩi,τ = I∗i,τ −∆, L̃i,τ = L∗i,τ −∆;
3) Ĩi,t = I∗i,t −∆, L̃i,t = L∗i.t, t ∈ [τ + 1, T ];
4) X̃i,t = X∗

i,t, ỹi,t = y∗i,t, t ∈ [1, T ].
可以使目标值得到改进,即xxx∗ 不可能为最优解.
证明. 参见附录 A1. ¤
引理 3. 设 xxx∗ 为 LRPP-1 的可行解, 若 ∃τ ∈

[1, T ], 且 I∗i,τ · L∗i,τ 6= 0. 记 ∆ = min{I∗i,τ , L∗i,τ}, 如
果 ∃ε ∈ [τ + 1, T ], 有 I∗i,ε < ∆τ . 则通过变换:

1) Ĩi,t = I∗i,t, L̃i,t = L∗i,t, t ∈ [1, τ − 1];
2) Ĩi,τ = I∗i,τ −∆, L̃i,τ = L∗i,τ −∆;
3) Ĩi,t = I∗i,t − ∆t, L̃i,t = L∗i.t + ∆t−1 − ∆t,

∆t = min{I∗i,t,∆t−1}, t ∈ [τ + 1, T ];
4) X̃i,t = X∗

i,t, ỹi,t = y∗i,t, t ∈ [1, T ].
可以使目标值得到改进,即xxx∗ 不可能为最优解.
证明. 参见附录 A2. ¤
定理 1. 如果 xxx∗ 为 LRPP-1 的最优解, 则对

∀i ∈ N̄ , ∀t ∈ T̄ 有下列结论成立:
1) SI+∗

i,t · L∗i,t = 0;
2) 若 L∗i,t > 0, 则 SI−∗i,t = RIi,t.

证明. 直接由引理 2 及引理 3 推得. ¤
由定理 1 的结论 2) 可知, 在最优解中, 当

L∗i,t > 0 时, 即缺货发生时, 有 SI−∗i,t = RIi,t 成

立, 这意味着实际库存 I∗i,t = 0. 这与实际情况中的
库存清仓模式相符.
如果式 (46) 成立, 则在可行解 xxx∗ 中, 当实际库

存 I∗i,τ 与缺货 L∗i,τ 同时大于零时, 可以通过同时减
少实际库存与缺货量, 可以使目标函数值得以改进.
从前面的证明过程可以看出, 当 SI+∗

i,τ = 0 时, 减少
实际库存 I∗i,τ , 可能会增加周期 τ 及后继周期的安全

库存欠额, 而后继周期的缺货量也有可能增加. 从而
I∗i,τ 的减少可能会引起目标函数值的增加, 这种情
况与通常的拖期交货 (Backlogging) 不同, 求解难度
大, 这也是研究清仓模型的文献中相对较少的原因
之一. 在式 (46) 成立的条件下, 这部分的增加量可
以被由 L∗i,τ 带来的减少量抵消. 因此, 如果式 (46)
不成立, 则在最优解中, 可能会有 L∗i,t > 0, I∗i,τ > 0
的情况出现. 定理 1 除了保证 LRPP-1 的最优解符
合清仓模式, 另外一个作用就是保证下面结论成立.

定理 2. 非线性混合整数规划 LRPP-1 与下面
的线性混合整数规划等价:

LRPP-2:

minZPP
LR (xxx|θθθ, β̄ββ)

s.t.

INVi + Li,1 + Xi,1 = RIi,1 + SI+
i,1−

SI−i,1 + di,1, ∀i (49)

SI+
i,t−1 − SI−i,t−1 − SI+

i,t + SI−i,t + Li,t + Xi,t =

RIi,t −RIi,t−1 + di,t, t = 2, · · · , T,∀i (50)

SI+
i,t, SI−i,t, Li,t ≥ 0, ∀i, t (51)

Xi,t ∈ Z+
N×T , yi,t ∈ {0, 1}, ∀i, t (52)

约束(7) ∼ (9), (37)

由于 Ii,t = RIi,t + SI+
i,t − SI−i,t, i ∈ N̄ , t ∈ T̄ ,

将其带入约束 (2) 和 (3) 中, 得到约束 (49) 和 (50),
这时约束 (5) 和 (6) 变为多余, 需要指出的是由约
束 (5) 和 (6) 可以得到 SI+

i,t · SI−i,t = 0. 将约束
(5) 和 (6) 去掉后, 由引理 1 保证了最优解中也有
SI+

i,t · SI−i,t = 0 成立.
根据定理 2, 在求解批量计划问题时, 只需将

Xi,t, yi,t 限定为整数, 而将 SI+
i,t, SI−i,t, Li,t 的整数

要求松弛. 但 LRPP-2 仍含较多的整数变量, 精确
求解 LRPP-2 是不现实的. 在现实生产环境中, 企
业多以滚动时域 (Rolling horizon) 的方式实施生产
计划, 即只有计划区间的第一个周期的生产计划能
够得到实施[27].
由于需求数据是基于预测, 将会发生变化, 因而

其他周期的生产计划只是由于为制定计划的需要而
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被提及. 根据这一特点, 本文采用基于整数变量固定
松弛策略的滚动时域启发式算法 (Rolling horizon
and fix-and-relax heuristic method, RHFR) 求解
LRPP-2. 具体步骤如下:
算法 1. 基于整数变量固定松弛策略的滚动时

域启发式算法

步骤 1. 给定计划区间 T , 令初始周期 q = 1
步骤 2. 解如下线性混合整数规划 LRPPq:

minZPP
LR (xxx|θθθ, β̄ββ)

s.t.

Xi,t = X̄i,t, yi,t = ȳi,t, t = 1, · · · , q − 1, q ≥ 2

Xi,q ∈ Z+
N×T , yi,q ∈ {0, 1}, ∀i

Xi,t ≥ 0, yi,t ∈ [0, 1], t = q + 1, · · · , T, ∀i
SI+

i,t, SI−i,t, Li,t ≥ 0, ∀i, t
约束(7) ∼ (9), (37), (48) ∼ (49)

步骤 3. 令 SI
+

i,q, SI
−
i,q, X i,q, Li,q, yi,q,∀i, 为

LRPPq 的最优解.
步骤 4. 设 q = q + 1, 如果 q > T , 算法结束,

否则, 转步骤 2.
需要指出的是, 由定理 2, 在最优解中, 当变量

Xi,t 的取值确定后, 变量 SI+
i,t, SI−i,t, Li,t 的取值也

随之确定. 因此, 在式 (52) 中没有给出 SI+
i,t, SI−i,t,

Li,t.
2.2.2 调度子问题的解法

给定批量计划后, LRSP (Lagrangian relax-
ation scheduling problem) 问题为带有交货期约
束的柔性作业车间调度问题 (Flexible job-shop
scheduling problem, FJSP), 本文采用递阶方法
(Hierarchical methods) 求解 FJSP. 首先, 设计了
一种改进的定位法 (Localization approach) 确定
机器指派问题. 在此基础上, 利用离散粒子群优化
(Particle swarm optimization, PSO) 方法求解作
业车间排序问题. 文献 [28] 提出了定位法确定工序
的机器指派. 该方法以机器负载状况为工序指派机
器. 主要思想是首先将所有工件的工序排成一列 (同
一工件的工序排列时不分离,工件按工件号 1, · · · , n

排列) 构成加工时间表, 然后, 按加工时间表从上到
下根据每道工序的最短加工时间及机器负载状况为

其指派机器. 但指派结果依赖于工件的排列位置[28].
文献 [28] 对此方法进行了改进, 即随机选取两个工
件, 交换这两个工件在时间表上的位置. 本文对此进
一步改进, 并不是严格按时间表的顺序为工序指派
机器, 每次都随机地选取一道尚未指派机器的工序
(在各工件所有尚未指派机器且工序号最小的工序中
选取), 根据其最短加工时间及机器负载状况为其指
派机器. 具体如下:

算法 2. 机器指派问题的改进定位算法
步骤 1. 数据预处理, 设分块矩阵 TM t =

(TM 1,t, · · · , TMN,t)T 为机器负载矩阵. 块 TM t
i

为 ni ×M 阶矩阵, 其元素为 TMm,t
i,k = sm

i,k + pm
i,k·

Q̄i,t, k = 1, · · · , ni,m = 1, · · · ,M . 复制机器负载
矩阵 TM

t
= TM t.

步骤 2. 参数初始化, 对所有的指标 i, k,m, t,
令机器指派变量 αm,t

i,k = 0, 各工件的当前工序
ki = 1.
步骤 3. 机器定位, 随机选取 i ∈ N̄ , R ←

arg minm{TM
m,t

i,ki
,m = 1, · · · ,M}, αR,t

i,ki
= 1.

步骤 4. 更新参数, n̄i = n̄i−{ki},如果 n̄i = ∅,
则 N̄ = N̄ − {i}; 否则, ki = ki + 1.
步骤 5. 更新机器负载, 即对于所有尚未指派机

器的工序 (j ∈ N̄ , l ∈ n̄j), 如果将其指派到机器 R

上时, 机器 R 的负载更新为

TM
R,t

j,l = TM
R,t

j,l + TMR,t
i,ki

, j ∈ N̄ , l ∈ n̄j

步骤 6. 如果 N̄ = ∅, 算法结束; 否则, 转步骤
3.

PSO 结构简单, 算法易于实现, 并且有较强的
优化性质, 已在一系列连续优化及组合优化领域得
到成功的应用[29−32]. 粒子群算法在解决组合优化
问题时, 一个关键问题是粒子的位置更新策略. 文献
[31] 提出了一种基于工序编码及新的位置更新策略
的粒子群算法, 在解决 JSP 问题上取得了较好的效
果. 本文采用该方法求解. 详细过程见文献 [31].

2.3 生产计划与调度集成优化算法

算法 3. 生产计划与调度集成优化算法
步骤 1. 初始化. 设式 (36) 中的系数 λ0 = 0,

随机选取一组 β̄ββ
0
. 设定拉格朗日乘子更新步长 ∆λ

及最大迭代次数 Itermax, 设置迭代序号 η = 1, 设
V = +∞.

步骤 2. 更新惩罚系数. 计算新的惩罚系数,
λη = λη−1 + ∆λ, 确定 θθθη 的值.
步 骤 3. 求 解 LRPP-2 问 题. 得 到

ZPP
LR (xxx|θθθη, β̄ββ

η−1
) 的解 xxxη, 其中, 批量 XXX 的解记为

XXXη, 令 Q̄QQ
η

= XXXη.
步 骤 4. 求 解 LRSP 子 问 题. 得 到

ZSP
LR(πππ|θθθη, Q̄QQ

η
) 的解 πππη, 其中, 关于指派变量 ααα 的

解记为 αααη, 令 β̄ββ
η

= αααη, δ̄η = δδδη.
步骤 5. 问题目标值. 令目标值 Zη =

ZPP
LR (xxx|θθθη, β̄ββ

η−1
) + ZSP

LR(πππ|θθθη, Q̄QQ
η
), solsolsolη = (xxxη,πππη),

当 η = 1 时, 令 UUU = solsolsolη.
步骤 6. 更新解及目标值. 若 Zη < V , 则

V = Zη, UUU = solsolsolη.
步骤 7. 判断是否满足终止条件. 如果 η ≤

Itermax, 输出目标值 V 及解UUU , 算法结束, 否则, 令
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η = η + 1, 转步骤 2.

2.4 生产计划与调度集成优化算法的收敛性及复杂

度分析

2.4.1 算法的收敛性分析

前面提到 Lasserre 等提出了交替迭代法求解
Jobshop 作业车间生产计划与调度集成优化问题,
即交替进行 “固定排序求解计划问题 (简称为计划
子问题)” 与 “固定计划求解调度问题 (简称为调度
子问题)”, 并证明了在计划与调度子问题均采用精
确优化方法求解的条件下, 该算法可以经过有限次
迭代收敛到一个局部最优解. 该算法的固定计划求
解调度, 其实就是在给定了计划之后寻找一个好的
调度, 以使得在下一次迭代时, 计划目标能够得以进
一步改善, 但需要指出 “计划与调度子问题均采用
精确优化方法” 是一种理想的条件, 因为调度子问
题采用精确方法求解是不现实的[12]. 文献 [12] 采用
Shifting bottleneck method 启发式方法求解调度
子问题, 数值实验表明该算法只需要经过很少几次
迭代就能得到最优解 (文献 [12] 提供的只是较小规
模的实验). 本文采用的广义拉格朗日松弛算法, 在
进行每次拉格朗日迭代时, 都需要分别求解计划与
调度子问题, 其中, 计划子问题利用了上一迭代时调
度的排序结果, 即固定了排序求解计划子问题 (采用
精确优化方法, 即分支定界法求解), 计划子问题求
解后, 固定已求解的批量, 再求解调度. 因此, 在本质
上也是一种交替迭代法. 与 Lasserre 提出的方法不
同之处在于这里的每一次迭代时, 是成对求解计划
子问题与调度子问题, 并且计划子问题与调度子问
题之间是通过拉格朗日乘子进行协调优化. 另外, 本
文采用的广义拉格朗日松弛算法, 实质上是一种启
发式算法[21−22], 算法的终止条件是当迭代次数达到
预先规定的次数时算法终止.
2.4.2 算法的复杂度分析

本文算法的主要步骤是求解生产计划与调度问

题, 计划问题为混合整数规划, 采用分支定界法进
行求解. 由文献 [33] 可知当解松弛了线性规划时,
如果采用 Mehrotra 预估校正法时, 其时间复杂度
为 O(

√
nBiter), 这里的 n 为混合整数规划的变量

的个数, Biter 为分支定界法中预设的最大迭代数.
本文中计划问题中单周期的变量个数为 5N , 因此,
单周期解计划问题的时间复杂度为 O(

√
5NBiter),

而 Fix-and-relax 法的总迭代次数为 T , 故计划问题
的计算复杂度为 O(T

√
5NBiter). 而用粒子群算法

解调度问题时的时间复杂度计算如下: 设种群规模
PN , 机器数为M , 工序总数为 GN , 则粒子群的初
始化时间复杂度为 O(M · PN ·GN · T ), 个体的适
应度计算复杂度为 O(PN · T ), 每次粒子更新时的

时间复杂度为 O(M · PN ·GN · T ), 更新个体的适
应度的计算复杂度为 O(PN · T ), 设粒子群算法的
最大迭代次数为 Piter, 则粒子群算法的计算复杂度
为 O(M · PN ·GN · T · Piter). 设拉格朗日迭代次
数为 Liter, 故拉格朗日广义迭代法的计算复杂度为
O(Liter·M ·PN ·GN ·T ·Piter+Liter·√5NBiter).

3 数值实验

数值实验由三部分组成, 第 3.1 节通过一个实
例来说明生产计划与调度集成优化的必要性, 第 3.2
节实验用来检验模型与算法的正确性, 第 3.3 节实
验为与其他算法的比较.

3.1 应用实例

以某车身厂的冲压车间为例, 说明生产计划与
调度集成优化的必要性. 该冲压车间共有 5 台冲压
设备, 标记为 m1, · · · ,m5; 计划区间由 3 个周期组
成, 每周期的正常生产能力为 28 800 秒 (即 8 个小
时的工作时间), 最大可用加班时间为 4 800 秒; 计划
冲压 6 种工件, 工件标记为 J1, · · · , J6; 工序标记为
1, · · · , 5. 每种工件的需求量等与计划有关的参数
分别为: di,1 = 750, di,2 = di,3 = 950; RIi,t = 200;
cpi,t = 40; ch+

i,t = 40; ch−i,1 = 150, ch−i,2 = 132.5,
ch−i,3 = 115; cbi,1 = 555, cbi,2 = 374.5, cbi,3 = 190;
cui,t = 200, 其中, i = 1, · · · , 6, t = 1, · · · , 3. 冲压
设备的加工 (冲压) 能力见表 1, 冲压能力低的设备
不能加工冲压工艺要求高的工序, 冲压能力高的设
备可以加工冲压工艺要求低的工序. 与调度有关的
参数见表 2.

表 1 设备的生产能力

Table 1 Capacity of machines

设备 m1 m2 m3 m4 m5

冲压力 (吨) 630 630 800 800 1 000

首先声明, 本实例中生产计划与调度递阶求
解时, 计划与调度模型就是第 1.2.2 节中的生产计
划模型 PP 与调度模型 SP. 如果采用递阶方法分
别求解生产计划与调度, 即首先求解生产计划模
型 PP, 求得生产批量 Xi,t 之后, 再求解生产调度
模型 SP. 本例中解计划模型 PP 得到周期 1∼ 3
生产批量 X1, X2, X3 为: X1 = X2 = X3 =
(950, 950, 950, 950, 950, 950); 各周期的 SI+

t , SI−t ,
Lt (t = 1, 2, 3) 分别为: SI+

1 = SI+
2 = SI+

3 =
000;SI−1 = SI−2 = SI−3 = 000;L1 = L2 = L3 = 000.
生产计划的目标函数值为 687 600 (下文为了方便
起见, 记 X = (X1, X2, X3), SI+, SI−, L 的含义类

似).
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表 2 调度有关参数

Table 2 Parameters of production scheduling

工 工艺参数 加工时间 (s) 换模时间 (s)

序 J1 J2 J3 J4 J5 J6 J1 J2 J3 J4 J5 J6 J1 J2 J3 J4 J5 J6

1 600 1 000 1 000 800 800 630 5 8 7 7 4 6 1 200 1 200 1 200 900 1 200 1 200

2 630 800 800 630 800 630 7 6 7 8 6 8 900 900 900 1 200 900 900

3 400 630 800 630 630 400 4 4 5 7 5 7 900 900 900 600 600 900

4 630 630 400 630 400 4 4 6 4 6 900 600 600 1 200 900

5 400 6 900

在此基础上, 求解生产调度模型 SP, 得到工序
在机器上的指派结果, 见表 3, 例如表 3 中的最后一
行的第 4 列的数字 “1” 表示工件 J3 的第 5 道工序
被指派在第 1 台机器上加工. 得到调度结果为 (5, 4,
4, 3, 3, 4, 3, 6, 2, 6, 5, 2, 2, 1, 6, 1, 5, 1, 1, 6, 5,
3, 4, 3) (这里采用基于工序的编码表示调度), 每个
周期总完工时间为均为 36 634 s, 超过了车间的最大
可用生产能力 33 600 s, 因此制定的生产计划没有可
行的生产调度与之匹配, 即所制定的计划不可行.

表 3 机器指派

Table 3 Machine assignment

工序 J1 J2 J3 J4 J5 J6

1 2 5 5 3 4 1

2 4 5 3 1 4 2

3 1 5 2 4 3 3

4 5 2 2 4 1

5 1

如果采用集成优化的方法, 6 种产品在三个周
期内的生产批量 X、安全库存欠额 SI−、安全库存
超额 SI+、缺货量 L 分别为: X = (950, 950, 893,
688, 950, 638; 950, 950, 893, 688, 950, 638; 950,
950, 886, 480, 780, 950); SI− = (0, 0, 57, 200, 0,
200; 0, 0, 114, 200, 0, 200; 0, 0, 178, 200, 170,
200); SI+ = 000; L = (0, 0, 0, 62, 0, 112; 0, 0, 0,
262, 0, 312; 0, 0, 0, 47, 0, 0); 生产调度为 (3, 6, 2,
4, 4, 1, 5, 6, 1, 3, 4, 5, 2, 3, 2, 3, 6, 5, 1, 4, 5, 3,
6), 三个周期的总完工时间分别为: 33 247, 33 247,
32 567, 均小于每个周期最大可用生产能力, 因此,
生产计划是可行的, 说明了集成优化方法的有效性.

3.2 仿真研究

3.2.1 仿真研究

由于没有标准测试实例, 无法直接利用已有结
果来验证模型与算法的正确性与有效性. 但如果单
独考虑调度问题, 该调度问题为 FJSP 问题, FJSP
问题已有标准测实例. 因此, 可以借助文献 [12] 的

思想, 根据标准调度的数据与结果, 构造测试问题.
算法在Matlab 7.0 平台下编程实现.

调度测试参数从 FJSP 文献 [30, 32, 34] 中标
准测试实例中选取 5 组. 它们分别是 4 个工件在 6
台机器上加工的 4×6 部分柔性 JSP[32]、8×8 部分
柔性 JSP[34]、10× 6 部分柔性 JSP[32]、10× 10 完
全柔性 JSP[30]、15× 10 完全柔性 JSP[32].

换模时间 sm
i,k 设为加工时间 pm

i,k 的 60 倍, 即
sm

i,k = 60pm
i,k. 安全库存定额 Ri,t 设定 20, 需求

di,1 = 50, di,t = 70, t = 2, · · · , T . 如果每种产品
的生产批量为 Xi,t = 70, 则每道工序的批量加工
时间为 70pm

i,k (目的是保证用在产品加工上的时间
不少于换模时间), 从而批量的每道工序所用的时间
(包括换模时间与加工时间) 为 130pm

i,k. 因此, 批量
总完工时间应为相应的标准实例总完工时间的 130
倍, 故每一周期的可用生产能力 (即时间跨度) 设为
Wt = 130 × Cmax, 其中 Cmax (即表 4 中第 3 列的
值) 为相应标准测试实例的单件产品总完工时间最
好值[30,32,34]. 生产调整费用设为 csm

i,k = 200. 加班
时间上限比例因子 ω = 0.2. 在理论上可以证明: 在
各组实验中最优的计划为 X∗

i,t = 70, i ∈ N̄ , t ∈ T̄ .
其中, 时间周期分 T = 3, 5, 7 三种情形, 共有 15 组
实验, 每组实验运行 10 次. 实验结果见表 4.

以表 4 中组别 2 的实验结果为例来解释该表
中的各项内容. 如前所述, 该组别的实验背景来
源于文献 [34] 中的 8× 8 例子 (8 件工件、8 台机
器). 第 3 列中的数字 “14” 表示文献 [34] 中给出
的调度最好值 (每种产品只加工一件), 第 4 列中的
Wt = 1820 = 130 × Cmax = 130 × 14 表示每周期
可利用的时间为 1 820, 第 5 列至第 12 列表示本文
获得的批量加工时的结果, 其中, 第 5 列中的 X∗ 表
示生产计划取得最优结果,第 6列的数字 “1 820”表
示本文取得的批量调度最好值 (换算成单件生产时
的调度值为 14), 第 7 列的数字 “1 870” 表示本文取
得的调度平均值, 而第 8 列与第 9 列分别表示最优
与平均的加班时间分别为 0 s 与 59 s. 从表 4 可以看
出, 不同规模的各种实验都取得了较好的效果, 在所
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表 4 仿真结果

Table 4 Computational results for numerical experiments

组 规模 最优 能力 本文结果

别 N ×M × T Cmax (s) Wt 计划 最优Cmax (s) 平均 Cmax (s) 最优 Ot 平均 Ot 总费用最好值 总费用平均值 仿真时间 (s)

1 4× 6× 3 17 2 210 X∗ 2 210 2 210 0 0 2.5524E+005 2.5524E+005 64.4336

2 8× 8× 3 14 1 820 X∗ 1 820 1 872 0 59 5.2092E+005 5.5212E+005 328.1790

3 10× 6× 3 40 5 200 X∗ 5 200 5 240 0 40 6.6390E+005 6.9510E+005 572.6031

4 10× 10× 3 7 910 X∗ 910 910 0 0 6.4890e+005 6.4890E+005 442.5347

5 15× 10× 3 11 1 430 X∗ 1 430 1 543 0 104 9.7995E+005 1.0424E+006 1.7801E+003

6 4× 6× 5 17 2 210 X∗ 2 210 2 210 0 0 4.3260E+005 4.3260E+005 81.0039

7 8× 8× 5 10 1 820 X∗ 1 820 1 885 0 65 8.6820E+005 9.3320E+005 441.1350

8 10× 6× 5 40 5 200 X∗ 5 200 5 240 0 40 1.1065E+006 1.1585E+006 842.2258

9 10× 10× 5 7 910 X∗ 910 910 0 0 1.2975e+005 1.2975E+005 694.2367

10 15× 10× 5 11 1 430 X∗ 1 430 1 513 0 83 1.6333E+006 1.7243E+006 2.8171E+003

11 4× 6× 7 17 2 210 X∗ 2 210 2 210 0 0 6.0564E+005 6.0564E+005 81.0039

12 8× 8× 7 14 1 820 X∗ 1 820 1 885 0 65 1.2155E+006 1.3065E+006 717.5990

13 10× 6× 7 40 5 200 X∗ 5 200 5 250 0 50 1.5491E+006 1.6401E+006 1.2216E+003

14 10× 10× 7 7 910 X∗ 910 910 0 0 1.8381E+005 1.8381E+005 1.0367E+003

15 15× 10× 7 11 1 430 X∗ 1 430 1 548 0 118 2.2866E+006 2.4686E+006 3.3231E+0036

表 5 平均值与最好值的偏离率

Table 5 The deviation rate between average and optimal value

组别 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

偏离率 (%) 0 5.99 4.70 0 6.37 0 7.49 4.70 0 5.57 0 7.49 5.87 0 7.96

有实验中生产计划都达到了最优, 其原因是解松
弛了的计划问题时使用了分支定界法求解. 其中,
4× 6、10× 10 的两种规模的问题每次实验整体目
标值均为最好值, 其他三种规模的实验整体目标值
均能取到最好值.
表 5 列出了各组实验中总费用平均值与总费用

最好值的偏离率, 其中偏离率定义为

偏离率 =
平均值−最好值

最好值

从表 5 可以看出, 4× 6、10× 10 的两种规模的
问题的偏离率均为 0, 其他三种规模的偏离率最大不
超过 8%, 说明了本文提出的模型与算法的有效性.
3.2.2 与其他方法的比较

如前所述, 目前我们能检索到与本文研究相关
只有文献 [15]. Zhang 等[15] 提出了混合遗传算法对

所建立的生产计划与调度模型进行整体求解. 遗传
算法具有良好的随机操作以及适应度函数的多样性,
可以用来求解较大规模的问题. 因此, 以文献 [15] 提
出的混合遗传算法作为本文提出的算法的对比算法.
主要考虑完全柔性作业车间情形, 产生 15

个不同规模的测试算例. 工件种类数 N ∈ {8,

10, 15, 20, 25}, 机器种类数 M ∈ {6, 8, 10}, 每种

工件 i 的工序数 ni ∈ {3, 4, 5}, i ∈ N̄ . 各产

品的加工时间 pm
i,k 在 10∼ 20 之间随机产生; 换

模时间 sm
i,k 在 600∼ 1 200 之间随机产生; 产品的

需求量 di,t 在 300∼ 500 之间随机产生; 安全库
存定额 RIi,t = int(di,t/3); 产品的生产费用 cpi,t

在 40∼ 50 之间随机产生; 库存超额的费用 ch+
i,t

在 30 ∼ 40 之间随机产生; 欠产惩罚费用 cbi,t 与

库存欠额惩罚费用 ch−i,t 均以随机方式产生并满
足 cbi,t > ch−i,t + cbi,t+1, i ∈ N̄ , t ∈ T̄ ; 产品
i 的生产准备费用 cui,t 从 150∼ 300 之间随机产
生; 换模费用 csm

i,k = 0.02sm
i,k, 加班所需要支付

的单位费用 ctm,t = 0.012, 加班时间上限比例因
子 ω = 0.2; 生产能力 Wt 在整个计划区间内为

常数. 下面给出生产能力 Wt 的确定方法. 通常
情况下生产能力能否满足需求是作为条件的, 例
如文献 [35] 在单机环境下, 给出整体负载率公式:
GLRt =

∑N

n=1 (p̃jdjt + sfj)
/

Wt, 其中, p̃j, sfj 分

别表示工件 j 的加工时间与生产调整时间, t ∈ T̄ ,
反映了总需求与生产能力之间的关系. 本文将其推
广到 FSP 环境, 引入平均负载率公式:

MGLRt =
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∑

m∈M̄

∑

(i,k)∈J(m)

(sm
i,kyi,t + pm

i,kdi,t)
M 2Wt

(53)

其中, t ∈ T̄ . MGLRt 反映了能力紧张情况, 将
MGLRt 分三个级别进行算法比较: I: MGLRt =
1.5, II: MGLRt = 1.1, III: MGLRt = 0.7. 当给
定MGLRt 后, 由式 (53) 确定出生产能力Wt. 通过
解的改进率来比较两种算法的质量. 解的改善率定
义为: gap = (f − f0)/f , 式中 f 为混合遗传算法得

到的目标值, f0 为用本文算法得到的目标值.
从表 6 的实验结果可以看出, 当平均负载率比

较低时, 两种算法都能得到较好的结果, 但当平均负
载率增加时, 本文的算法逐渐显露优势, 说明了本文
算法的有效性.

表 6 与混合遗传算法的比较

Table 6 Comparison with hybrid genetic algorithm

规模 三种MGLR 级别解的改进率 gap (%)

N ×M × T I II III

8× 8× 5 14.23 2.30 0

10× 10× 5 9.81 3.44 0

15× 10× 5 15.09 3.32 0

8× 8× 8 9.65 1.09 0

10× 10× 8 10.11 4.11 0

15× 10× 8 14.40 2.73 0

8× 8× 10 11.23 4.87 0

10× 10× 10 7.92 4.75 0

15× 10× 10 11.56 5.67 0

20× 8× 5 10.05 3.20 0

20× 10× 8 10.16 4.92 0

20× 10× 10 14.84 5.63 0

25× 8× 5 11.15 4.66 0

25× 10× 8 13.19 5.73 0

25× 10× 10 15.75 6.14 0

4 结论

本文以某车身厂冲压车间为研究背景, 建立了
柔性成批作业车间的生产计划与调度集成优化模型.
该模型综合考虑了安全库存、需求损失及工件加工

路线的柔性等方面因素. 模型在制定生产批量计划
时, 综合考虑了机器指派及详细的调度约束, 从而
保证生产计划的可行性. 针对模型的特点, 提出了
一种广义的拉格朗日分解法, 将集成问题分解为生
产计划问题与调度问题. 对于松弛的计划子问题, 提
出了一种新的费用结构, 以保证生产出的产品优先
保证需求. 由于松弛的计划子问题中含有大量的整
数变量, 为了有效地求解该问题, 设计了一种变量固

定 –松弛与滚动时域组合算法, 该算法可以保证第
一个周期的松弛计划得到精确解. 对于调度问题, 设
计了一种新的机器定位技术进行机器指派, 根据机
器指派结果, 利用离散粒子群优化方法求解极小化
加班时间为目标的调度问题. 仿真结果验证了模型
的正确性与算法的有效性.

附录A1 引理 2的证明

证明. 反证法, 假设 xxx∗ 为最优解. 经过简单的验算, 可

知 x̃xx 是 LRPP-1 的可行解. 下面分别讨论 Ĩi,t, L̃i,t 对目标

值的影响:

1) Ĩi,t 对目标值的影响. 对 ∀t ∈ [τ, T ], 注意到 I∗i,t =

RIi,t + SI+∗
i,t − SI−∗i,t . 分两种情形讨论:

a) 如果 SI+∗
i,t > ∆, 由引理 1 知 SI−∗i,t = 0. 则

Ĩi,t = I∗i,t−∆等价于 S̃I
+

i,t = SI+∗
i,t −∆, S̃I

−∗
i,t = 0. Ĩi,t 使目

标值减少量为 ch+
i,t∆. b) 如果 SI+∗

i,t ≤ ∆, 则 Ĩi,t = I∗i,t −∆

等价于 S̃I
+

i,t = 0, S̃I
−
i,t = SI−∗i,t + ∆ − SI+∗

i,t . S̃I
+

i,t 将

使目标值减少量为 ch+
i,tSI+∗

i,t , 而 S̃I
−
i,t 将使目标值的减少

量为 −ch−i,t(∆ − SI+∗
i,t ) (即增加量为 ch−i,t(∆ − SI+∗

i,t )). 从

而 Ĩi,t 使目标值的减少量为 ch+
i,tSI+∗

i,t − ch−i,t(∆ − SI+∗
i,t ).

在最坏情形下 (当 SI+∗
i,t = 0 时), 目标值的减少量为

ch+
i,tSI+∗

i,t − ch−i,t(∆ − SI+∗
i,t ) = −ch−i,t∆. 故在最坏情形

下, 在新的解 x̃xx 中, 所有 Ĩi,t 将使目标值减少量的和为

−
(∑T

t=τ ch−i,t
)

∆.

2) L̃i,τ 对目标值的影响. 当 t = τ 时, L̃i,τ 将使目标值

减少量为 cbi,τ∆, 其他周期 L̃i,t 对目标值无影响.

综合 1)和 2)的分析,做上述变换后,在最坏情形下 Ĩi,t,

L̃i,t 将使目标值减少量为

δ = cbi,τ∆−
(

T∑
t=τ

ch−i,t

)
∆ =

(
cbi,τ −

T∑
t=τ

ch−i,t

)
∆

由式 (48), cbi,τ −
∑T

t=τ ch−i,t > 0, 所以 δ > 0. 即使目标值

得以改进, 因而 xxx∗ 不可能为最优解. ¤

附录A2 引理 3的证明

证明. 假设 xxx∗ 为最优解. 经过简单的验算, 可知 x̃xx 是

LRPP-1 的可行解. 令 Γ(∆) = {t|I∗i,t < ∆τ , t ∈ [τ + 1, T ]},
记 ε = mint∈Γ(∆) t. 下面关于时间周期 t 分 4 种情况讨论:

1) 当 t = τ 时, 由引理 2 的证明, 在最坏的情形下,

Ĩi,τ 将使目标值减少量为 −ch−i,τ∆, L̃i,τ 将使目标值减少量

为 cbi,τ∆. 记由 Ĩi,τ , L̃i,τ 引起的目标值减少量为 ∂min
τ , 则

∂min
τ = cbi,τ∆τ − ch−i,τ∆τ .

2) 当 τ + 1 ≤ t ≤ ε− 1 时, 根据 ε 的定义有 I∗i,t ≥ ∆τ ,

∆t = min{I∗i,t, ∆t−1} = ∆τ , L̃i,t = L∗i,t. 记在最坏情形下,

由 Ĩi,t, L̃i,t (t = τ + 1, · · · , ε− 1) 引起目标值的改变量记为

∂min
(τ+1,··· ,ε−1) (实际上 L̃i,t 对目标值无影响), 由引理 2, 有:

∂min
(τ+1,··· ,ε−1) = −

(
ε−1∑

t=τ+1

ch−i,t

)
∆τ = −

(
ε−1∑

t=τ+1

ch−i,t

)
∆t

3) 当 t = ε 时, ∆ε = min{I∗i,ε, ∆ε−1} = I∗i,ε, Ĩi,ε =

I∗i,ε − ∆ε = 0. 由于 Ĩi,ε = RIi,ε + S̃I
+

i,ε − S̃I
−
i,ε, 故 Ĩi,ε =
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0 等价于 S̃I
+

i,ε = 0 = SI+∗
i,ε − SI+∗

i,ε , S̃I
−
i,ε = RIi,ε. S̃I

−
i,ε

可进一步写成 S̃I
−
i,ε = SI−∗i,ε + (RIi,ε − SI−∗i,ε ) = SI−∗i,ε +

(I∗i,ε−SI+∗
i,ε ). S̃I

+

i,ε 使目标值减少量为 ch+
i,εSI+∗

i,ε , 而 S̃I
−
i,ε

将使目标值增加量为 ch−i,ε(I
∗
i,ε − SI+∗

i,ε ), 由 3) 知 L̃i,ε 将使

目标值增加量分别为 cbi,ε(∆ε−1 −∆ε). 故此时目标值的改

变量为

∂ε = ch+
i,εSI+∗

i,ε − ch−i,ε(I
∗
i,ε − SI+∗

i,ε )− cbi,ε(∆ε−1 −∆ε)

极端情形为当 SI+∗
i,ε = 0 时, 减少量记为 ∂min

ε , 则:

∂min
ε = −ch−i,εI

∗
i,ε − cbi,ε(∆ε−1 −∆ε)

注意到 I∗i,ε = ∆ε, 因此

∂min
ε = −ch−i,ε∆ε − cbi,ε(∆ε−1 −∆ε).

4) 当 ε + 1 ≤ t ≤ T 时, 分两种情形讨论:

a) 若 I∗i,t < ∆t−1, 则 ∆t = min{I∗i,t, ∆t−1} = I∗i,t. 类
似于情形 3) 时的推导方法, 可以得到此时目标值的改变量为

ch+
i,tSI+∗

i,t − ch−i,t(∆t − SI+∗
i,t )− cbi,t(∆t−1 −∆t)

b) 若 I∗i,t ≥ ∆t−1, 则 ∆t = min{I∗i,t, ∆t−1} = ∆t−1.

与引理 2 证明方法类似, 可以证明最坏情形下, 即当

SI+∗
i,t = 0 时, Ĩi,t 使目标值改变量为 −ch−i,t∆t.

把这两种情况统一写成为: ch+
i,t min{SI+∗

i,t , ∆t} −
ch−i,t max{∆t − SI+∗

i,t , 0} − cbi,t(∆t−1 −∆t). 记由 Ĩi,t, L̃i,t

(t = ε + 1, · · · , T ), 引起目标值的减少量为 ∂(ε+1,··· ,T ), 则

∂(ε+1,··· ,T ) =
∑T

t=ε+1(ch
+
i,t min{SI+∗

i,t , ∆t}−ch−i,t max{∆t−
SI+∗

i,t , 0} − cbi,t(∆t−1 − ∆t)), 极端情形为当 SI+∗
i,t = 0 时,

改变量记为 ∂min
(τ+1,··· ,T ), 则:

∂min
(ε+1,··· ,T ) = −

T∑
t=ε+1

ch−i,t∆t −
T∑

t=ε+1

cbi,t(∆t−1 −∆t)

所以在最坏情形下, x̃ 引起目标值的减少量记为 ∂min,

则 ∂min = ∂min
τ + ∂min

(τ+1,··· ,ε−1) + ∂min
ε + ∂min

(ε+1,··· ,T ) =

cbi,τ∆τ −
(∑T

t=τ ch−i,t
)

∆t −
∑T

t=ε cbi,t (∆t−1 −∆t) .

实际上 ∂min 包含两部分内容, 一部分为由于降低了周

期 τ 的缺货量, 而使目标函数值的降低值. 另一部分为在最

坏情形下, 由于降低了周期 τ 的缺货量而使周期 τ 及其后继

周期的安全库存欠额增加, 从而增加的成本部分. 下面证明

减少量 ∂min 大于零. 由式 (47) 及 ∆τ > 0 可得:

cbi,τ∆τ >




ε−1∑

ζ=τ

ch−i,ζ + cbi,ε


 ∆τ (A1)

而

cbi,ε∆τ = cbi,ε∆ε + cbi,ε(∆τ −∆ε)

再由式 (46) 及 ∆ε ≥ 0, 有:

cbi,ε∆ε ≥ ch−i,ε∆ε + cbi,ε+1∆ε

再一次将 cbi,ε+1∆ε 改写为

cbi,ε+1∆ε = cbi,ε+1(∆ε −∆ε+1) + cbi,ε+1∆ε+1

同理有

cbi,ε+1∆ε+1 ≥ ch−i,ε+1∆ε+1 + cbi,ε+2∆ε+1

从而

cbi,ε∆τ ≥ ch−i,ε∆ε + cbi,ε(∆τ −∆ε) + ch−i,ε+1∆ε+1+

cbi,ε+1(∆ε −∆ε+1) + cbi,ε+2∆ε+1

重复此过程, 可得:

cbi,ε∆τ ≥ ch−i,ε∆ε +

T∑
t=ε+1

ch−i,t∆t + cbi,ε(∆τ −∆ε)+

T∑
t=ε+1

cbi,t(∆t−1 −∆t) + cbi,T+1∆T (A2)

由于 ∆ε−1 = ∆τ 及 cbi,T+1 = 0, 故上式可以整理为

cbi,ε∆τ ≥
T∑

t=ε

ch−i,t∆t +

T∑
t=ε

cbi,t(∆t−1 −∆t)

所以



ε−1∑

ζ=τ

ch−i,ζ + cbi,ε


 ∆τ ≥




ε−1∑

ζ=τ

ch−i,ζ


 ∆τ+

T∑
t=ε

ch−i,t∆t +

T∑
t=ε

cbi,t(∆t−1 −∆t) (A3)

由式 (A1)和 (A2)及当 τ +1 ≤ t ≤ ε−1时, ∆t = ∆τ ,

可以得到:

cbi,τ∆τ >




T∑

ζ=τ

ch−i,ζ


 ∆t +

T∑
t=ε

cbi,t(∆t−1 −∆t)

故总的改变量为

∂min = cbi,τ∆τ−
(

T∑
t=τ

ch−i,t

)
∆t−

T∑
t=ε

cbi,t (∆t−1 −∆t) > 0

即通过给出的变换可以使目标值得以改进, 因而 xxx∗ 不可能
为最优解. ¤
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