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摘 要 简要回顾了非线性系统的镇定和输出调节的最新进展, 概述了这两类表面上独立的课题之间的内在联系. 同时也讨

论了部分未解决的问题和未来的研究工作.
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非线性系统的镇定问题是控制理论中的一个至

关重要的问题. 在上世纪 80 年代晚期, 一些学者指
出, 非线性反馈镇定仍然是一个重要的开放性研究
课题[1]. 相关研究自此开始, 经过近三十年, 众多学
者提出了大量创新构想和方法, 去解决非线性系统
的局部镇定、半全局镇定和全局镇定等问题. 与此同
时, 非线性系统输出调节的研究也展开了. 然而早期
研究重点大多在于局部输出调节. 直到本世纪初期,
研究重点才转移到非线性系统的全局输出调节. 之
后, 它与非线性系统的全局镇定之间的紧密联系很
快便得到了广泛认同. 针对这两个看似独立的领域,
本文梳理了近年来的研究成果, 指出二者之联系, 并
列出若干未解决之问题, 以俟来者.
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1 镇定

1.1 问题描述

所谓镇定问题指的是如何通过反馈律使得闭环

系统在所需平衡点渐近稳定. 如果闭环系统在平衡
点处是 Lyapunov 意义下的全局渐近稳定, 此时镇
定问题被称为全局镇定. 简单起见, 我们首先研究单
输入单输出 (Single-input single-output, SISO) 的
非线性控制仿射系统, 其描述如以下常微分方程:

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)
(1)

其中, x ∈ Rn 是系统状态, u ∈ R 是控制输入, y ∈
R 是系统输出. 值得注意的是, 在本文 (及引文中)
中出现的很多镇定结果都可以推广到多输入多输出

(Multiple-input multiple-output, MIMO) 系统.
在方程 (1) 中, 我们假设函数 f , g, h 充分光滑

并且满足 f(0) = 0, h(0) = 0. 于是镇定问题可以阐
述为: 何时可以找到使系统 (1) 在原点 x = 0 处渐
近镇定的反馈控制律? 一般来说, 我们关注以下两类
反馈控制器:

状态反馈: u = µ(x) (2)

输出反馈: u = µ(y, η)

η̇ = ν(y, η) (3)

类似式 (3), 我们也考虑动态状态反馈控制律, 而非
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如式 (2) 所示的 (静态) 反馈控制律. 当维数 (η) = 0
时, 输出反馈律 (3) 通常指的是静态输出反馈控制
器. 对于非线性控制系统, 这个问题虽然重要但还没
有得到彻底解决, 本文中我们将会省略这一部分.
接下来, 对于非线性系统 (1), 我们首先探讨状

态反馈控制律的存在性, 然后再给出一些可以用来
构造镇定控制律的工具.

1.2 控制 Lyapunov函数

“控制 Lyapunov 函数 (Control Lyapunov
function, CLF)” 的概念由 Sontag[2] 引入, 而对更
广泛的具有任意闭控制值集的非线性系统, Artstein
在其重要工作[3] 中进行了初步的研究. 系统 (1) 的
一个 CLF 指的是一个光滑、正定、径向有界的函数
V : Rn → R, 且满足以下条件:

inf
u∈R

{LfV (x) + uLgV (x)} < 0, ∀x 6= 0 (4)

其中, LfV 和 LgV 分别是 V 沿着向量场 f 和 g 的

Lie 导数. 显然, 上述条件与下式等价:

LgV (x) = 0 ⇒ LfV (x) < 0, ∀x 6= 0 (5)

文献 [3−4]证明了 (全局) CLF的存在是系统 (1)全
局可镇定性的充要条件. 其中值得一提的是, Sontag
提出了构造全局镇定控制律的通用公式.
定理 1. 假设 V 是系统 (1) 的一个光滑 CLF,

则如下反馈控制律 u = µ(x) 能够全局渐近镇定系
统 (1)

µ(x) =


−Lf V (x)+

√
(Lf V (x))2+(LgV (x))4

LgV (x)
, 当 LgV (x) 6= 0

0, 其他情况

(6)
一般来说, 式 (6) 中的控制律 µ 可能不是处处

光滑的. 可以证明, 在某些小控制性质下, 控制律 µ

是几乎光滑的, 即在 x = 0 点连续且在其他点处处
光滑. 此类小控制性质定义如下[4]:
对每个 ε > 0,存在常数 δ > 0,使得对任意满足

0 < |x| < δ 的 x, 存在满足 |u| < ε 的 u, 使 LfV (x)
+ uLgV (x) < 0 成立.

CLF 广泛应用于现代非线性控制领域, 如自适
应非线性控制[5−7]、鲁棒非线性控制[8]、非线性最

优控制[8−9]、非线性时滞系统[10−11] 和多智能体系

统[12] 等.
值得一提的是, CLF 是 Lyapunov 函数从无控

制的动力学系统到非线性控制系统的推广. 对于非
线性动力学系统, 构造 Lyapunov 函数和 CLF 都是

有相当难度的, 这在文献中已有充分阐释. 然而, 对
于某几类重要的非线性控制系统, 已有工具用于生
成 CLF 和镇定控制律. 特别地, 对于某些特殊种类
的非线性系统, 即使不预设 CLF 存在, 也可以构造
出镇定控制器. 我们将在下一节回顾总结此类构造
性工具.

1.3 构造性非线性控制器设计

1.3.1 倒步法

积分器倒步法, 或称为倒步法, 是一种迭代技
术[1, 6, 13], 在多种非线性串联系统的镇定问题中都非
常有效. 倒步法最早见于 Kokotović 的文献 [14], 但
在早期的非线性控制理论发展中, “加入积分器” 已
被欧洲学者广泛应用[15−17]. 首先, 我们考虑如下形
式的单输入非线性串联系统:

ẋ1 = f1(x1, x2) (7)

ẋ2 = f2(x1, x2) + u (8)

倒步法的实质在于将高阶系统的控制器设计问题降

为降阶系统的问题. 在上述串联系统中, 降阶系统是
x1-子系统, 它被 x2-子系统的状态所驱动. 假设当 x2

看成虚拟控制输入时, x1-子系统可以被光滑控制律
x2 = µ1(x1), µ1(0) = 0 全局渐近镇定, 并且相应地
存在一个光滑 CLF V1(x1). 倒步法旨在为串联系统
(7) 和 (8) 建立镇定控制律, 同时还能得到串联系统
的 CLF, 下面的结果说明了这一点.

定理 2. 如下形式的控制律可全局渐近镇定串
联系统 (7) 和 (8):

u =− c2(x2 − µ1(x1))− f2(x1, x2)+
∂µ1

∂x1

f1(x1, x2)− ∂V1(x1)
∂x1

∫ 1

0
f1(x1, µ1(x1))+

λ(x2 − µ1(x1))dλ (9)

这里 c2 是任意正常数. 另外, V2(x1, x2) = V1(x1) +
1
2
(x2 − µ1(x1))2 是串联系统 (7) 和 (8) 的 CLF.
事实上, 沿着系统 (7) 和 (8) 的解对 CLF 函数

V2 求微分, 直接得到:

V̇2 =
∂V1(x1)

∂x1

f1(x1, µ1(x1))− c2(x2 − µ1(x1))2

(10)
根据假设, V̇2 是 (x1, x2) 的负定函数. 不难看出, 定
理 2 也适用于系统 (7) 和 (8) 的局部镇定问题.
如文献 [6, 14] 中所说明的, 倒步法并不假设串

联系统 (7) 和 (8) 的线性化是可控的, 也不假设系统
是可反馈线性化的. 文献 [14] 中提到的双线性系统
就是一个基本的例子.
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ẋ1 = x1x2, ẋ2 = u (11)

在 x = 0 处将此系统线性化, 所得到的线性模型并
不可控. 然而通过倒步法, 容易得到其全局渐近镇定
控制律. 事实上, 选择 µ1 = −x2

1 和 V1 = 1
2
x2

1, 直接
应用方程 (9) 即得到可全局渐近镇定此双线性系统
的控制律:

u = −x2 − 2x2
1 − 2x2

1x2 (12)

定理 2 所示的是倒步法的最初形式, 它要求精确知
道串联系统 (7) 和 (8) 的向量场. 这个缺陷在倒步
法的改进形式中被消除了, 也就是所谓的自适应倒
步法[6] 和鲁棒倒步法[8]. 有趣的是, 当只有输出信息
可以用于控制器设计时, 输出反馈倒步法已经有了
基于非线性滤波器或控制器的多种改进[6, 18−20].

还应提到的是, 很多研究文献致力于放松对虚
拟控制律 µ1 和/或系统非线性的光滑性要求[21−23].
1.3.2 小增益方法

小增益方法是构造非线性反馈控制律另一个有

效的工具, 特别适合于含有参数和动态不确定性的
非线性关联控制系统[5, 19, 24−25]. 以系统 (7) 和 (8)
为例, 若将 x1-系统看作被 x2 驱动的动态不确定性,
其状态 x1 和动态 f1 未知, 那么上面所示的传统
Lyapunov 设计就不能直接应用. 另外, 针对依赖于
动态不确定性的非线性扰动 f2(x1, x2), 不能利用传
统的估计技术如神经网络和模糊系统理论来逼近.
为了应对这一挑战, 文献 [25] 借助 Sontag 的输

入状态稳定性 (Input-to-state stability, ISS) 性质,
发展了广义非线性小增益定理 (详见综述文献 [2]).
一个非线性控制系统 ẋ = f(x, u) 被称为输入状态
稳定 (ISS), 是指存在 KL 类函数 β 和 K 类函数

γ, 使得对任意初始状态 x(0) 和任意局部有界输入
u : R+ → Rm, 解 x(t) 对每个 t ≥ 0 有定义且满足

|x(t)| ≤ max{β(|x(0)|, t), γ(‖u[0,t]‖)} (13)

此处 ‖u[0,t]‖表示截断函数 u在 [0, t]上的 L∞-范数,
而 γ 通常被称为 ISS 系统的增益函数. 值得一提的
是基于最大值的 ISS 定义数学上等价于 Sontag 对
于 ISS 的原始定义[26] 即式 (13) 中的最大值替换为
求和. 当然, 两种情况下的函数对 (β, γ) 可能有所不
同.
毫无疑问, 如 Sontag 在综述文献 [2] 中所说,

ISS 已经成为解决很多非线性系统的分析和设计问
题的基本工具. 它在非线性鲁棒控制的发展中扮演
了重要的角色, 对于系统动态不确定性的处理, 导致
了广义非线性小增益定理的出现. 下面是对这个问
题的简单介绍.

ISS 小增益定理描述了在什么条件下, 两个 ISS
系统关联之后仍然保持 ISS 性质. 更精确地说, 考虑
由两个 ISS 子系统构成的关联系统

ẋ1 = f1(x1, x2, v) (14)

ẋ2 = f2(x1, x2, v) (15)

假设对 i, j = 1, 2, j 6= i, 每个 xi-子系统是在式 (13)
意义下关于输入 xj 的 ISS 系统, 且增益函数是 γi.

定理 3[25, 27]. 若满足下述等价小增益条件之一:

γ1 ◦ γ2(s) < s, ∀s > 0 (16)

γ2 ◦ γ1(s) < s, ∀s > 0 (17)

将 v 看作输入, 则关联系统 (14) 和 (15) 是 ISS.
值得指出的是, 早期的非线性小增益定理仅仅

针对由常微分方程 (14) 和 (15) 描述的有限维关联
系统. 根据最新的研究, 对于跳变系统、混杂和切换
系统、离散动力学系统、时滞系统、泛函微分差分系

统、甚至复杂大系统, 我们可以建立类似的小增益
理论. 定理 3 有时被称为依赖轨迹的 ISS 小增益定
理. 由 Lyapunov 函数描述的小增益定理可见文献
[28−31]. 其他具体细节可见文献 [27]. 文献中也曾
指出, 系统 (7) 和 (8) 关于部分状态 x2 的全局镇定

问题可以从小增益的角度来考虑. 与其他 Lyapunov
设计相比, 主要的不同在于此时将系统 (7) 和 (8) 看
作一个关联系统. 我们仅仅需要知道, x1-子系统是
ISS 以及一个给定的 ISS 增益函数, 也就是 K∞ 类
函数 γ1. 为了利用小增益定理, 我们只要证明, 可以
设计形如 u = κ(x2) 的反馈控制律使得 x2-系统是
ISS 的, 且增益 γ2 严格小于 γ−1

1 , 这样小增益条件
(16) 或 (17) 就满足了. 以上结果被称为增益配置
定理 [25]. 下面的定理指出, 在更弱的假设下, 利用
部分状态反馈 (而不是全状态反馈) 可解决信息系统
(7) 和 (8) 的全局镇定问题.
定理 4. 假设 x1-系统是 ISS, 其增益为 K∞ 类

函数 γ1. 进一步假设 f2(x1, x2) 的上界是 σ1(|x1|) +
σ2(|x2|), 其中 σi 是局部 Lipschitz 且半正定的. 则
利用部分状态的反馈控制律 u = κ(x2) 可以解决系
统 (7) 和 (8) 的全局镇定问题.

上面的结果最初见于文献 [25], 且广泛应用于
解决各种控制问题[19, 24, 27, 32]. 最近, 它还推广至量
化非线线性控制, 或准确地说, 基于量化信号的非线
性反馈镇定问题[33−35]. 在最新的研究工作中[36−37],
我们将小增益技术用到解决多智能体的分布式控制,
提出了一种新颖的分布式控制方法.

1.4 量化镇定

控制和通讯的交汇已经引出了很多新的有实际
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意义的控制问题. 利用量化信号的量化镇定问题就
是其中之一. 量化器是将信号从连续转换为离散的
非线性算子, 因而是不连续函数. 鉴于这个强非线性
约束, 量化控制器设计具有很多技术上的挑战, 包括
线性[38−42] 和非线性系统[18, 31, 43−45].

尽管它具有理论重要性和实际相关性, 非线性
系统的量化反馈镇定迄今为止并没有受到很大重视.
其中有不少技术缺陷仍需要克服. 1) 当输出测量值
和/或控制输入中引入量化, 反馈控制律对状态变量
将会变得不连续. 不连续性和系统的非线性、阶数
会直接导致类似倒步法的递归反馈设计工具使用上

的瓶颈. 2) 对数量化常常用于解决网络化控制系统
中由量化器的有限字长所引起的问题, 与之相比动
态量化常常是更可取的. 动态量化的关键思想是通
过 “放大” 和 “缩小” 相位来动态地调整量化器的范
围. 为避免在 “缩小” 相位时发生的有限逃逸现象
(Finite escape phenomenon), 现有工作[34−35, 46] 的

普遍方法是假设 (开环) 非受控系统是向前完备和短
时范数可观测的. 显然, 这些假设严格地限制了用于
讨论量化镇定的非线性系统的类型. 3) 含有量化控
制的闭环系统是不连续的, 通常也是混杂系统. 这类
系统的稳定性分析仍然是热门研究课题. 最后仍然
需要注意的是, 存在大的不确定性时, 非线性系统的
量化反馈控制仍然是个未知的研究领域.

为了说明上面这几点, 我们考虑一类可变换为
广义输出反馈形式的非线性系统的量化输出反馈控

制问题.

ż = ∆z(z, y, d) (18)

ẋi = xi+1 + ∆i(y, z, d), 1 ≤ i ≤ n (19)

xn+1 = qµ(u) (20)

y = x1 (21)

这里 z ∈ Rnz 且 x = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn 是未测定

的状态变量, y ∈ R 是可测量输出, u ∈ R 是控制
输入, d ∈ Rnd 是 (有界时变) 扰动输入. qµ 是执行

器量化器, 它的量化变量是 µ > 0. ∆z 和 ∆i, 其中
1 ≤ i ≤ n, 是局部 Lipschitz 但未知的非线性函数.
通常 z 变量的动态用以代指动态不确定性[19, 24−25].

应该提到,广义输出反馈形式,即式 (18)∼ (21),
首先由文献 [47] 提出, 彼时它是作为传统输出反馈
形式在只有输出非线性时的扩展, 没有量化和扰动
输入 d[6, 20].

控制目标是如果可能的话找到一个量化输出反

馈控制律, 可以将输出信号驱动到原点的任意小邻
域内, 同时保持所有闭环系统信号的有界性.
同现有的非线性控制理论的文献一样, 针对广

义输出反馈形式的系统我们提出以下假设:
假设 1. z-系统是 ISS 的, 并且具有正定、径向

无界的 ISS-Lyapunov 函数 Vz 满足

Vz(z) ≥ max{γy
z (|y|), γd

z (|d|)} ⇒
∇Vz(z)ż ≤ −αz(|z|)

这里, γy
z , γd

z 和 αz 是K∞ 类函数.
假设 2. 对每个 i = 1, 2, · · · , n, 不确定函数∆i

以K∞ 类函数 ψ∆i
为界, 即

|∆i(y, z, d)| ≤ ψ∆i
(|(y, z, d)|)

然而, 除了以上两个常用假设, 要解决量化反馈
控制问题, 我们需要引入另外两个假设:

假设 3. 非受控系统 (18)∼ (21) 当 u = 0 时是
向前完备和以 y 为输出的短时范数可观测的[34, 46].
假设 4. 量化器 qµ 满足以下性质:

|qµ(u)− u| ≤ δµ, 当 |u| ≤ Mµ

这里, M 和 δ 是正常数, Mµ 是量化器的范围, δµ

是在量化器范围之内对于所有 u 的最大量化误差.
通常 µ 称为 “放缩” 变量.

如之前提到的, 量化反馈控制的不连续性需要
新的方法和新的控制器设计工具. 这里首先介绍一
种降阶部分状态估计器的变体[19]

ξ̇i = ξi+1 + Li+1y − Li(ξ2 + L2y),

2 ≤ i ≤ n− 1
(22)

ξ̇n = qµ(u)− Ln(ξ2 + L2y) (23)

这里 Li 等是稍后要确定的常数.
通过直接计算, 观测误差的时间导数 ζ = (x2 −

L2y − ξ2, · · · , xn − Lny − ξn)T 可以写成紧凑形式

ζ̇ = Aζ + ∆∗(y, z, d) (24)

这里合理利用 Li 等常数将 A 取为一个 Hurwitz 矩
阵, 并且向量值函数 ∆∗ 的每一个分量都是 ∆i, i =
1, 2, · · · , n 的线性组合.

可以验证, ζ-系统 (24) 关于输入 y, z 和 d 是

ISS 的, 并且存在二次型 ISS-Lyapunov 函数 Vζ =
ζTPζ, 这里 P 是满足 Lyapunov 矩阵方程 PA +
ATP = −2In−1 的正定对称矩阵. 更确切地, 利用
假设 2, 存在K∞ 类函数 γy

ζ , γz
ζ , γd

ζ 和 αζ 使得:

Vζ(ζ) ≥ max{γy
ζ (|y|), γz

ζ (|z|), γd
ζ (|d|)} ⇒

∇Vζ ζ̇ ≤ −αζ(|ζ|)
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结合假设 1 可以推出, 由 z-系统 (18) 和 ζ-系统 (24)
组成的串联 –关联系统关于输入 y 和 d 是 ISS 的.
考虑到以上这些事实, 我们可以提出一种新的

基于小增益的量化输出反馈控制器设计方法. 合并
了控制器/观测器的系统具有如下形式:

ζ̇ = Aζ + ∆∗(y, z, d) (25)

ż = ∆z(z, y, d) (26)

ẏ = ξ2 + L2y + ζ2 + ∆1(y, z, d) (27)

ξ̇i = ξi+1 + Li+1y − Li(ξ2 + L2y),

2 ≤ i ≤ n− 1 (28)

ξ̇n = u + ũ− Ln(ξ2 + L2y) (29)

其中, ũ = qµ(u)− u 是输入量化误差.
显然, 系统 (25)∼ (29) 是系统 (7) 和 (8) 的高

阶变体, 其中 x1 = (ζ, z) 附加了不止一个非线性积
分器.

由于输入量化误差 ũ 的存在, 第 3 节中提到的
小增益设计方法需要进行重大修改, 放缩变量也需
要动态更新:

µ(tk+1) = Q(µ(tk)), k ∈ Z+ (30)

其中, Q 代表动态量化逻辑, 且对于 k ∈ Z+, tk+1 −
tk = td > 0.
在此我们不作细节讨论, 由文献 [34] 提出的下

列定理可以看作是定理 4 对于执行器量化的扩展:
定理 5. 在假设 1∼ 4 的条件下, 对于可转换为

广义输出反馈形式 (18)∼ (21) 的非线性系统, 量化
输出反馈控制问题是可解的.

2 输出调节1

2.1 问题描述

输出调节问题的目标是为不确定受控系统设计

反馈控制律, 使得闭环系统稳定并且在一类扰动存
在时闭环系统的输出可以渐近地跟踪一类参考输入.
为了描述这类问题, 考虑如下的 (复合) 受控系统

ẋ(t) = f(x(t), u(t), v(t), w)

v̇(t) = a(v(t))

e(t) = h(x(t), u(t), v(t), w)

y(t) = hm(x(t), u(t), v(t), w), t ≥ 0 (31)

其中, x 是 n 维受控系统状态, u 是 m 维受控系统

输入, e 是表示跟踪误差的 p 维受控系统输出, y 是

pm 维受控系统测量输出, v 是代表扰动和/或参考
1本节部分内容引自文献 [48−49].

输入的 q 维外部信号, w 是 nw 维受控系统不确定性

参量, 其标称值为 w = 0. 假设 w ∈ W , 其中W 是

Rnw 中包含原点的子集. 系统 v̇ = a(v) 用于产生外
部信号, 被称为外部系统. 该系统满足以下假设.

假设 5. 外部系统 v̇ = a(v) 在原点的平衡点是
全局稳定的, 即对任意 v(0), 外部系统的解存在且在
t ∈ [0,∞) 上有界.
如果W = {0}, 则非线性系统 (31) 称为精确已

知的.
考虑如下描述的控制律

u = k(z, y), ż = fz(z, y) (32)

其中, z 是补偿器状态. 控制律 (32) 称为动态测量
输出反馈控制律. 当 hm(x, u, v, w) = col(x, v) 时,
式 (32) 为状态反馈控制; 当 hm(x, u, v, w) = h(x,
u, v, w) 时, 式 (32) 为误差输出反馈控制. 如果函数
hm 不包含 u, 那么受控系统 (31) 称为严格恰当的;
如果函数 k 不包含 y, 那么控制律 (32) 称为严格恰
当的. 我们假设受控系统和控制律中至少有一个是
严格恰当的. 令 xc = col(x, z) 表示闭环系统的状
态, 其维数是 nc. 那么, 闭环系统可以写为

ẋc = fc(xc, v, w)

e = hc(xc, v, w) (33)

其中, fc 和 hc 是某种函数. 为方便起见, 这里所涉
及的所有函数都假定为充分光滑的并在适当的欧氏

空间中具有全局定义, 且满足在各自欧氏空间的原
点消没, 并对所有 w ∈ W , 满足 f(0, 0, 0, w) = 0,
h(0, 0, 0, w) = 0, hm(0, 0, 0, w) = 0.
多年来, 学者们定义了各种形式的输出调节问

题. 这里我们将其统一归纳为以下形式.
定义 1 (输出调节问题). 对于包含相应欧氏空

间原点的集合Xc ⊂ Rnc , V ⊂ Rq 和W ⊂ Rnw , 找
到形如式 (32) 的控制律, 使得对所有的 xc(0) ∈ Xc,
v(0) ∈ V 及 w ∈ W , 闭环系统的解存在且对所有 t

≥ 0 有界, 并使得:

lim
t→∞

e(t) = 0

注 1. 上述定义涵盖了一些特例. 如当 W =
{0} 时, 该问题为非鲁棒输出调节问题[50−54]; 当Xc,
V 和W 是相应欧氏空间中原点的任意小邻域时, 该
问题为局部鲁棒输出调节问题[55−57]; 当 Xc = Rnc ,
V 和W 分别为 Rq 和 Rnw 中任意大的紧集时, 该
问题为全局鲁棒输出调节问题[58−61]; 最后, 如果该
问题对于 Rnc , Rq 和 Rnw 中任意大的紧集 Xc, V
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和W 都是可解的, 那么该问题称为半全局鲁棒输出
调节问题[62−64].
注 2. 输出调节问题的研究首先针对线性时不

变系统[65−67]. 解决输出调节问题的主要工具是内
模原理. 借助该原理, 给定受控系统的输出调节问
题可以被转化为增广系统的镇定问题, 此增广系统
包括原受控系统和一个称为内模的动态补偿器. 自
上世纪 90 年代初期以来, 输出调节问题的研究开始
集中于非线性系统. 特别地, 在 1990 年, Isidori 和
Byrnes 考虑了确定性非线性系统的输出调节问题,
并通过前馈控制方法解决了该问题. 借助于推广的
内模方法[65−67], Huang等首先对不确定非线性系统
的输出调节问题展开了研究[56, 68−69]. 随后, Byrnes
等进一步研究了鲁棒输出调节问题, 并就这一重要
问题提出了一些方法和观点[55, 59, 70]. 经各国学者超
过 20 年的研究, 输出调节问题的研究在一些方向
得到了较大的拓展, 现总结如下. 1) 局部鲁棒输出
调节问题被推广至半全局或全局鲁棒输出调节问题.
2) 输出调节问题的可解性被扩广至更一般的受控系
统和外部系统. 很多新方法被用以处理非线性、时变
或不确定的外部系统. 3) 输出调节问题已由单一系
统推广至多智能体系统, 形成了所谓的协同输出调
节问题 (Cooperative output regulation problem),
该问题可通过分布式控制方案进行研究.
在本节的末尾, 我们对鲁棒非线性输出调节问

题的最初结果[56, 68, 71] 作一总结. 为此我们首先列
举如下假设.

假设 6. 存在充分光滑的函数 x(v, w) 和
uuu(v, w), 其中 x(0, 0) = 0 且 u(0, 0) = 0, 使得下
列方程对所有 v ∈ V 和 w ∈ W 成立

∂xxx(v, w)
∂v

a(v) = f(xxx(v, w), u(v, w), v, w)

0 = h(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w) (34)

方程 (34) 称为调节器方程[52].
假设 7. 外部系统是线性且中立稳定的, 即 a(v)

= A1v, 其中常数矩阵 A1 的特征值都是具有零实部

的半单根 (Semi-simple).
假设 8. 调节器方程的解是关于 v 的多项式.
在假设 7 和假设 8 的条件下, 存在整数 r 和实

数 a0, · · · , ar−1, 使得:

druuu

dtr
= a0uuu + a1

duuu

dt
+ · · ·+ ar−1

dr−1uuu

dtr−1
(35)

此处 duuu
dt

= ∂uuu(v,w)

∂v
a(v), diuuu

dti = d
dt

(
di−1uuu
dti−1

)
, i = 2, 3,

· · · .

为简单起见, 假设 p = m = 1. 令

τ(v, w) =




uuu
duuu

dt
...

dr−1uuu

dtr−1




(36)

且

Φ =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

a0 a1 a2 · · · ar−1




, Ψ =




0

0
...

0

1




T

(37)

那么, 可以定义如下形式的动态补偿器

η̇ = Φη + ΨTe (38)

该动态补偿器和复合受控系统共同组成了所谓

的增广系统. 文献 [56, 68, 71] 的主要结果是如果存
在线性反馈控制使得该增广系统在原点的平衡点是

指数稳定的, 那么原受控系统 (31) 的 (局部) 鲁棒
输出调节问题就可以解决. 补偿器 (38) 称为式 (31)
的内模.

2.2 镇定和输出调节的联系

对于不确定非线性系统的鲁棒输出调节问题,
早期的解决方法是应用 Jacobian 线性化方法来镇
定闭环系统, 但是这种方法只能保证该问题有局部
解. 为了解决非线性系统的全局鲁棒输出调节问题,
给定受控系统 (31) 的输出调节问题被转换为增广系
统的镇定问题, 其中增广系统包括受控系统 (31) 和
称为内模的动态补偿器. 首先, 我们介绍以下内模概
念的一般刻画.
定义 2. 在假设 6 的条件下, s 取为某正整数,

γ : Rs ×Rp ×Rm 7→ Rs 和 β : Rs ×Rq 7→ Rm

取为两个充分光滑、在原点消没的函数. 受控系统
(31) 的备选内模 (Internal model candidate) 为具
有如下形式的动态补偿器:

η̇ = γ (η, y, u) = γ (η, hm(x, u, v, w), u)

u = β(η, v) (39)

该动态补偿器具有如下性质: 存在全局定义的充分
光滑的函数 θ : Rq ×Rnw 7→ Rs 使得下列方程对所

有的 v ∈ Rq, w ∈ Rnw 成立,

θ̇(v, w) =

γ(θ(v, w), hm(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w),uuu(v, w))
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uuu(v, w) = β(θ(v, w), v) (40)

其中, θ̇(v, w) = ∂θ(v,w)

∂v
a(v).

注 3. 受控系统和备选内模组成了下述增广系
统

η̇ = γ(η, y, u)

ẋ = f(x, u, v, w)

v̇ = a(v)

e = h(x, u, v, w)

y = hm(x, u, v, w) (41)

备选内模的定义使得增广系统在控制 uuu(v, w)
的作用下, 具有输出化零不变流型M = {(η, x, v)|η
= θ(v, w), x = xxx(v, w), v ∈ Rq}, 即
∂θ(v, w)

∂v
a(v) =

γ(θ(v, w), hm(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w),uuu(v, w))
∂xxx(v, w)

∂v
a(v) = f(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w)

0 = h(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w)

注 4. 文献 [58] 针对 hm(x, u, v, w) = (x, e) 的
特殊情况首次给出了备选内模的一般描述; 随后文
献 [72] 将其推广至 hm(x, u, v, w) = (x, v, e) 的情
况, 以便处理非线性外部系统. 此处的定义 2 出自文
献 [48].

为了进一步介绍内模的概念, 我们将证明, 通过
对增广系统进行坐标和输入变换, 式 (31) 的输出调
节问题可以转换成变换后增广系统平衡点的镇定问

题. 为方便起见, 考虑 y = col(e, v) 的情况. 此时
hm(xxx(v, w),uuu(v, w), v, w) = col(0, v), 则下述对于
式 (41) 的坐标和输入变换

η̄ = η − θ (v, w)

x̄ = x− xxx(v, w)

ū = u− β(η, v)

将生成新系统

˙̄η = γ̄(η̄, x̄, ū, v, w)
˙̄x = f̄(η̄, x̄, ū, v, w)

e = h̄(η̄, x̄, ū, v, w) (42)

该新系统对于所有外部系统的轨线 v(t) 和所有 w ∈
Rnw , 满足

γ̄(0, 0, 0, v(t), w) = 0

f̄(0, 0, 0, v(t), w) = 0

h̄ (0, 0, 0, v(t), w) = 0 (43)

考虑具有如下形式的输出反馈控制律

ū = k (ξ)

ξ̇ = gξ(ξ, e) (44)

其中, ξ ∈ Rnξ , nξ 是整数, k 和 gξ 是充分光滑、在

各自原点消没的函数. 增广系统 (42) 的平衡点是否
能被控制律 (44) 所镇定, 不仅依赖于给定的受控系
统 (31), 还依赖于备选内模 (39). 如果式 (42) 在原
点的平衡点可被反馈控制律 (44) 全局 (局部、半全
局) 镇定, 则式 (39) 称为式 (31) 的全局 (局部、半
全局) 内模. 因此内模可以看作使得增广系统 (42)
全局 (局部、半局部) 可镇定的动态补偿器.

显然, 如果控制律 (44) 能够全局或局部地镇定
增广系统 (42) 在原点的平衡点, 那么下面的控制律

u = β (η, v) + k (e, ξ)

η̇ = γ (η, e, v, u)

ξ̇ = gξ (η, ξ) (45)

就全局或局部地解决了原受控系统 (31) 的鲁棒输出
调节问题. 换句话说, 复合系统 (31) 的鲁棒输出调
节问题已经转换为增广系统 (42) 在原点的平衡点的
鲁棒镇定问题. 值得注意的是, 当函数 β 和 γ 与 v

无关时, 控制律 (45) 是输出反馈控制律.

2.3 构造备选内模

综上可知, 上一节总结的框架能否成功的关键
在于能否为系统 (31) 找到适合的内模. 然而, 为一
般的非线性系统找到全局内模的难度不亚于确定该

非线性系统的全局可镇定性. 因此, 一种更实际的方
法是寻找具有其他良好性质的备选内模, 例如输入
状态稳定 (ISS)[26]、原点平衡点指数稳定等. 在这一
小节中, 我们将总结一些关于寻找备选内模的结果.
2.3.1 非线性备选内模[58]

第一种非线性内模是基于如下假设构造的.
假设 9. 存在充分光滑的函数 π : Rq ×Rnw 7→

R, 整数 r 和实数 a0, · · · , ar−1, 使得:

drπ

dtr
= a0π + a1

dπ

dt
+ · · ·+ ar−1

dr−1π

dtr−1
(46)

且存在充分光滑、在原点消没的函数 β : Rr 7→ R
使得对于所有 v ∈ Rq 和 w ∈ Rnw , 满足

uuu(v, w) =

β(π(v, w), π̇(v, w), · · · , π(r−1)(v, w)) (47)
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在假设 9 的条件下, 令

τ(v, w) =




π
dπ

dt
...

dr−1π

dtr−1




(48)

Φ 如式 (37) 所定义, 那么可以证明:

τ̇ = Φτ, uuu(v, w) = β(τ) (49)

令 Ψ 为 β 在原点的梯度, 并假设 (Ψ,Φ) 是可
观测的. 那么, 对任意M ∈ Rr×r 和 N ∈ Rr×1, 满
足 (M, N) 可控、矩阵 Φ 和M 的谱不相交、且M

是 Hurwitz 矩阵, 则存在唯一、非奇异的矩阵 T ∈
Rr×r 满足 Sylvester 方程[73]

TΦ−MT = NΨ (50)

于是下面的动态补偿器

η̇ = Mη + N(u− β(T−1η) + ΨT−1η)

u = β(η) (51)

就是非线性备选内模[58]. 显然此备选内模在 u = 0
时指数稳定, 且对于状态 η 和输入 u 是 (局部) ISS
的. 另外, 如果附加某些关于 β 的假设, 它对于状态
η 和输入 u 还可以是 (全局) ISS 的. 此备选内模已
用于解决输出反馈系统[74] 和下三角系统[58] 的全局

鲁棒输出调节问题. 值得注意的是, 它也用于解决标
准 RTAC 扰动抑制问题[75].
如果函数 uuu(v, w) 本身满足方程 (46), 则 β(τ)

= ΨT−1τ , 其中 Ψ = [1, 0, · · · , 0]. 那么式 (51) 化
简为如下的线性备选内模:

η̇ = Mη + Nu, u = ΨT−1η (52)

由于M 是常数矩阵, 系统 (52) 显然是 ISS 的
且在 u = 0 时是全局指数稳定的. 此类备选内模称
为标准线性内模[73, 61]. 该内模可用于解决输出反馈
系统[61]、严格反馈系统[74] 和前馈系统[76] 的全局鲁

棒输出调节问题.
值得一提的是, 在此特例中, (Ψ,Φ) 是可观测

的. 文献 [77] 中已经证明, 在假设 7 的条件下, 如果
uuu 是关于 v 的多项式, 那么它总会满足方程 (46) 并
且矩阵 Φ 的所有特征值都有零实部. 如此, 矩阵 Φ
和 Hurwitz 矩阵M 的谱不相交, 故而方程 (50) 一
定存在非奇异解 T .

2.3.2 处理非线性外部系统的备选内模[78]

内模 (51) 和内模 (52) 是否存在都取决于形如
(46) 的方程是否有解. 到目前为止, 关于方程 (46)
可解性的讨论都在外部系统满足假设 7 的前提下展
开. 然而, 假设 7 限制了外部系统只能产生正弦信
号, 因此过于严格. 为了适应非线性外部系统, Yang
等[78] 将假设 7 修正为:

假设 10. 存在整数 r 和 r 个充分光滑的函数

bi(v), i = 0, 1, · · · , r − 1, 使得:

druuu

dtr
=

dr−1

dtr−1

(
br−1(v)uuu

)
+ · · · +

d
dt

(
b1(v)uuu

)
+ b0(v)uuu

在假设 10 的条件下, 令

Φb =




0
...

Il−1

0 0


 ,

b(v) =




bl−1(v)
...

b0(v)


 , Ψ =




1

0
...

0




T

因为 (Φb,Ψ) 可观测, 对任意可控的 (M, N),
其中 M ∈ Rr×r 是 Hurwitz 矩阵, N ∈ Rr×1,
Sylvester 方程

TΦb = MT + NΨ

存在唯一非奇异解 T .
文献 [78] 证明了以下的动态补偿器

η̇ = Mη + (N + Tb(v))u, u = ΨT−1η (53)

是系统 (31) 的备选内模.
注 5. 内模 (53) 显然是零输入指数稳定的, 且

对任意有界的 v(t) 是 ISS 的. 这些性质有助于增广
系统的全局镇定. 事实上, 这类内模已经用于解决含
有非线性外部系统的输出反馈系统的全局鲁棒输出

调节问题[78]. 另一方面, 因为备选内模 (53) 依赖于
外部信号 v, 只有当 v 可测时它才有效. 如果 b(v)
与 v 无关, 内模 (39) 就会简化为标准线性内模 (52).
2.3.3 另一种非线性备选内模[79]

另一种非线性备选内模的构造基于如下假设:
假设 11. 存在整数 r 和充分光滑、在原点消没

的函数 g, 使得:

uuu(r)(t) + g(uuu(t),uuu(1)(t), · · · ,uuu(r−1)(t)) = 0 (54)
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令 τ = [uuu(t),uuu(1)(t), · · · ,uuu(r−1)(t)]T, gc 取为局

部 Lipschitz 函数, 其紧支集在紧集 G ∈ Rr 上与 g

一致, 令

αc(τ) =




τ2

τ3

...

−gc(τ1, τ2, · · · , τr)




那么另一种非线性备选内模形如下式:

η̇ = αc(η) + NNN(u−Ψη), u = ΨT−1η (55)

其中, NNN ∈ Rr×1 是常数向量, Ψ 和 T 如式 (52) 所
定义. 此备选内模用于解决一类输出反馈非线性系
统的半全局输出调节问题[79]. 然而, 它的缺点在于
假设 11 难以验证, 除非 uuu(v, w) 是关于 v 的多项式.

2.3.4 经典非线性备选内模[80]

到目前为止, 所有备选内模都是基于对调节器
方程的各种假设来构造的. 最近, 文献 [80] 提出了
一种标准非线性备选内模. 假设外部系统在紧集 V

⊂ Rq 上满足泊松稳定 (Poisson stability), 即 V =
∪v∈ω(v), 其中 ω(v) 指的是 v 的欧米伽极限集. 对
任意 v0 ∈ V , 令 v(t, v0) 为外部系统 v̇ = a(v) 满
足 v(0, v0) = v0 的解. 那么, 文献 [80] 可以证明,
存在充分大的整数 ns, 可控对 (M, N) ∈ Rns×ns

× Rns×1. 其中M 是 Hurwitz 矩阵和连续映射 β :
Rns → R, 使得函数

θ(v, w) =
∫ 0

−∞
e−MsNuuu(v(s, v), w))ds (56)

对所有 v ∈ V 和所有 w ∈ W 存在, 其中W 是Rnw

中的紧集, 并且满足

θ̇ = Mθ + Nβ(θ), uuu(v, w) = β(θ) (57)

令 α(θ) = Mθ + Nβ(θ). 于是, 下述动态补偿
器

η̇ = Mη + Nu, u = β(η) (58)

就是系统 (31) 的备选内模.
由于式 (57) 中的函数 β 仅仅是被证明存在的,

且此函数要被用于构造控制律, 所以备选内模 (58)
的可解性就依赖于函数 β 的精确构造. 值得一提的
是, 文献 [81] 讨论了如何寻找函数 β 的近似函数.
另外, 该备选内模也被用于解决某些非最小相位非
线性系统的半全局鲁棒输出调节问题[64, 80].

2.4 自适应输出调节

综上可知, 如果已经找到了合适的 (备选) 内模,
那么只需要进一步解决增广系统 (41) 的镇定问题,
就可以解决受控系统 (31) 的鲁棒输出调节问题. 已
经有很多鲁棒控制技术成功地解决了增广系统 (41)
的鲁棒镇定问题, 例如小增益方法[24−25]、变供给函

数 (Supply function) 方法[82] 和滑动模态控制[83].
然而, 当外部系统含有不确定参数、控制方向 (或高
增益的符号) 未知、外部信号和不确定参数的上界
未知时, 上述鲁棒控制技术都不足以解决这些问题.
因此, 要进一步处理这些情况, 需要将鲁棒控制和自
适应控制结合起来. 比如, 如果外部系统的形式为 v̇

= A1(σ)v, 其中 σ 是某未知参数向量, 外部系统对
所有 σ 都中立稳定, 那么鲁棒输出调节问题仍然可
以通过标准线性内模 (52) 来解决. Nikiforov 首先
研究了在完全未知正弦扰动的存在下, 一类非线性
系统的渐近跟踪问题[73]. 随后, 对于不确定外部系
统的输出调节问题, 涌现了大量研究工作, 例如文献
[84−90]. 值得一提的是, 解决含不确定外部系统的
输出调节问题的方法涉及了对未知参量 σ 的估计,
而估计参量能否收敛于真实值是一个重要问题, 称
为参数收敛问题. 最近, 文献 [91] 就这一问题进行了
深入的探讨.
动态高增益技术或自调整调节器可以解决外

部信号上界未知和不确定参数未知的问题[92−93].
如果控制方向未知, 可以使用 Nussbaum 增益技

术[94−97].

2.5 多智能体系统的协同输出调节问题

考虑如下形式的非线性系统:

ẋi = fi(xi, ui, v, w),

ei = hi(xi, ui, v, w),

yi = hmi(xi, ui, v, w), i = 1, · · · , N (59)

其中, 对 i = 1, · · · , N , xi ∈ Rni , ui ∈ Rmi , yi ∈
Rp 和 ei ∈ Rpi 分别是第 i 个子系统的状态、输入、

测量输出和调节输出, w ∈ Rnw 是不确定参量, w =
0 为其标称值, v ∈ Rq 是表示参考输入和扰动的外

部信号, 假设它是由下述外部系统产生的:

v̇ = a(v) (60)

函数 fi, hi, hmi, i = 1, · · · , N , 以及 a 都是在各自

的欧氏空间里充分光滑、在原点消没的函数.
由式 (59)和 (60)组成的系统可以看成是N +1

个个体组成的多智能体系统, 其中外部系统是领导
者而所有系统 (59) 的子系统是 N 个跟随者. 关于



1398 自 动 化 学 报 39卷

由式 (59) 和 (60) 组成的系统, 可以定义时变有向
图 Ḡ(t) = (V̄, Ē(t)), t ≥ 0, 其中 V̄ = {0, 1, · · · , N},
0 指的是领导者系统, 而 i = 1, · · · , N 指的是系统

(59) 的第 i 个子系统, 且 Ē(t) ⊆ V̄ × V̄. 对每个 i,
j = 0, 1, · · · , N , i 6= j, (i, j) ∈ Ē(t) 当且仅当控制
ui(t) 可以获得 t 时刻的测量输出 yj(t). 令 N̄i(t), i

= 1, · · · , N , 表示在 t 时刻节点 i 的邻居集合. 那
么, 动态控制律可以描述如下:

ui = ki(zi, yi, yj, j ∈ N̄i(t)),

żi = ζi(zi, yi, yj, j ∈ N̄i(t)), i = 1, · · · , N (61)

其中, y0 = v, ki 和 ζi 也是充分光滑、在原点消没的

函数, ηi ∈ Rnηi , nηi
是非负整数. 如果 Ē(t) 是时变

的, 那么控制律 (61) 就是时变的. 可以发现邻居集
合 N̄i(t), i = 1, · · · , N , 对控制律 ui 施加了是否能

获得测量输出 yj 的限制. 这样的控制律称为分布式
控制律. 相反, 控制律 (32) 不受通讯限制, 因此称为
集中式控制律. 概括地讲, 协同输出调节指的是: 给
定式 (59)、(60) 和 Ḡ(t), 找到形如式 (61) 的控制律,
使得闭环系统的解对所有 t ≥ 0 有界, 且调节输出
ei, i = 1, · · · , N , 渐近地趋近于原点. 由式 (59) 和
(60) 组成的多智能体系统也能看作一个普通的多输
入、多输出的形如 (31) 的复合系统. 因此, 协同输出
调节问题不外乎是寻找分布式控制律 (61), 来完成
闭环系统中渐近跟踪和扰动抑制的目标.

协同输出调节可以看作是对于一致性、同步、编

队等此类问题的概括.
和集中式控制的情况类似, 多智能体系统的协

同输出调节问题也可以通过前馈控制方法和内模控

制来解决. 关于前馈控制方法, 文献 [98−100] 研究
了静态网络的情况, 文献 [101−102] 研究了动态网
络的情况. 文献 [99, 102] 中使用的关键技术是分布
式观测器的应用, 它可以渐近地产生领导者系统的
信号,同时仍然满足静态或时变通讯限制.另一方面,
对于不确定线性多智能体系统, 用内模方法处理协
同输出调节问题首见于文献 [103], 文献 [104−106]
做了进一步的研究.
最近, 基于文献 [58] 提出的非线性输出调节问

题框架的集中式控制方案被拓展为分布式控制方案.
通过一类分布式内模的应用, 关于受控系统 (59) 的
协同鲁棒输出调节问题可以转换为增广系统的分布

式鲁棒镇定问题. 此框架已给出了严格反馈形式的
非线性不确定多智能体系统的协同全局鲁棒输出调

节问题的状态反馈解[107]、输出反馈形式的非线性不

确定多智能体系统的协同全局鲁棒输出调节问题的

输出反馈解[108] 以及一类下三角非线性不确定多智

能体系统的协同半全局鲁棒输出调节问题的输出反

馈解[109].

3 总结和展望

本文简要回顾了非线性控制领域里两个基本问

题的最新进展: 镇定和输出调节. 这些问题仍在发展
演化, 并将持续提出新的挑战, 而现有的工具不足以
应对这些挑战. 网络化、时变的、时滞的、混杂的或
是随机的非线性系统将被深入探究. 基于量化特性
的非线性系统的量化反馈镇定或输出调节问题已经

起步, 并预期成为未来研究的重要方向之一. 推进此
类新兴课题的研究需要发展更先进的、新颖的非线

性反馈设计方法.
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9 Primbs J A, Nevistic V, Doyle J C. Nonlinear optimal con-

trol: a control Lyapunov function and receding horizon per-

spective. Asian Journal of Control, 1999, 1(1): 14−24

10 Jankovic M. Control Lyapunov-Razumikhin functions and

robust stabilization of time delay systems. IEEE Transac-

tions on Automatic Control, 2001, 46(7): 1048−1060

11 Karafyllis I, Jiang Z P. Necessary and sufficient Lyapunov-

like conditions for robust nonlinear stabilization. ESAIM:

Control, Optimisation and Calculus of Variations, 2010, 16:

887−928

12 Ogren P, Egerstedt M, Hu X M. A control Lyapunov func-

tion approach to multiagent coordination. IEEE Transac-

tions on Robotics and Automation, 2002, 18(5): 847−851



9期 姜钟平等: 基于非线性反馈的镇定和输出调节: 简要综述 1399

13 Tsinias J. Sufficient Lyapunov-like conditions for stabiliza-

tion. Mathematics of Control, Signals and Systems, 1989,

2(4): 343−357
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