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线性离散周期系统研究综述

吕灵灵 1 段广仁 2 苏海滨 1 朱安福 1

摘 要 由于线性离散周期时变系统在理论和实践双重方面的重要意义, 因此成为控制领域研究的重要课题. 本文对目前线

性离散周期系统的研究成果加以总结. 以系统分析和综合为线索, 着重介绍了线性离散周期系统的时不变重构、系统的结构属

性、稳定性、零点、极点、模型降解及实现、故障诊断等问题所存在的典型方法. 并对线性离散周期系统领域仍存在的问题和

未来的发展方向作了进一步的展望.
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Abstract Due to its high importance in theory and practice, the research on discrete linear periodic systems is one of

the most important topic in the control field. The existing results on this type of systems are summarized, and the main

methods about several hot spots are introduced. These hot spots include invariant reconstruction, structure properties,

stability, zeros and poles, model reduction and realization, fault diagnosis, and so on. The problems to be solved and the

research trend are prospected at the end of this paper.
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作为联系线性时不变系统和线性时变系统乃

至一般的非线性系统的桥梁, 线性离散周期时变
(Linear discrete periodic varying, LDPV) 系统无
论在理论上还是实践上都发挥着重要的作用. 人们
对于周期系统的研究最早可以追溯到十九世纪六十

年代数学家们对具有周期系数的微分方程的研究.
此后一百多年中, 仅有零星的报道, 没有系统地进行
研究. 直到 1975 年, 时不变提升重构这一有力的工
具诞生之后, 关于离散周期系统的研究成果开始呈
指数级增长. LDPV 系统适用于绝大多数的具有周
期属性的模型. 在工程实践中, 很多机械系统在周期
策略驱动下的动态行为, 都可以建模为 “小扰动” 下

收稿日期 2012-03-27 录用日期 2012-08-14
Manuscript received March 27, 2012; accepted August 14, 2012
国家自然科学基金 (11226239, U1204605), 河南省教育厅科学技术研
究重点项目 (12B120007), 华北水利水电大学高层次人才科研启动项目
(201013) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(11226239, U1204605), Scientific Research Key Project Fund of
the Education Department of Henan Province (12B120007), and
High-level Talent Research Program of North China University
of Water Resources and Electric Power (201013)
本文责任编委 贾英民
Recommended by Associate Editor JIA Ying-Min
1. 华北水利水电大学电力学院 郑州 450011 2. 哈尔滨工业大学控
制理论与制导技术研究中心 哈尔滨 150001
1. Institute of Electric Power, North China University of Water

Resources and Electric Power, Zhengzhou 450011 2. Center
for Control Theory and Guidance Technology, Harbin Institute
of Technology, Harbin 150001

的线性周期系统.目前, LDPV系统的各种不同控制
策略已经广泛应用于卫星姿态控制[1−2]、硬盘驱动

伺服系统[3]、风力涡轮机[4]、汽车发动机[5] 等. 尤其
值得一提的是, 研究线性离散周期系统的一个重要
的动机在于信号处理领域. 通过多级速度数字采样
得到的系统往往能建模成线性离散周期系统. 而多
级速度滤波器与滤波器组被广泛应用于天线系统、

通讯系统、图像压缩系统、语音处理和保密系统以

及数字音频领域[6−7]. 在理论层面, 除了被用于分析
线性和非线性问题, 有不少学者还发现对于一些定
常反馈控制律不能控制的系统, 周期控制律往往能
够胜任, 而且对线性时不变系统采用周期控制律可
以提高闭环系统的鲁棒性. 正是由于诸多应用需求
的出现和不断增长, 促使 LDPV 系统不断发展, 国
内外对该领域的研究也日益活跃.
本文在已有文献的基础上, 对 LDPV 系统的研

究现状作了总体的回顾, 介绍了该类系统在系统分
析与综合方面取得的重要成果. 其中 LDPV 系统的
分析包括时不变重构、系统结构属性、稳定性分析、

零点的分析和计算、系统的最小实现和模型降阶以

及各类范数的计算等. LDPV 系统的综合则包括系
统的镇定、极点配置、鲁棒极点配置、H2/H∞ 控制、
故障诊断等问题的研究. 在本文最后, 对 LDPV 系
统中有待解决的问题作了一些讨论, 展望了未来的
发展方向和趋势.
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1 系统模型

一般而言, LDPV 系统的状态空间模型可表示
为 {

xxx(t + 1) = A(t)xxx(t) + B(t)uuu(t)
yyy(t) = C(t)xxx(t) + D(t)uuu(t)

(1)

其中, t ∈ Z, xxx(t) ∈ Rn 为状态变量, yyy(t) ∈ Rm 为

输出变量, uuu(t) ∈ Rr 为输入变量. A(t), B(t), C(t)
和 D(t) 都是实矩阵, 且以 T 为周期. 关于 LDPV
系统的输入输出描述及其频域响应的相关研究成果,
在文献 [8]中进行了详尽的阐述. 接下来将对 LDPV
系统在一些主要领域的研究进展进行分别讨论.

2 LDPV系统的研究现状

2.1 系统分析

2.1.1 时不变重构

LDPV 系统由于其自身的线性周期特性, 很容
易和线性离散时不变系统联系起来. 人们对系统的
状态变量以及输入、输出变量按照某种规律进行重

新排列和组合, 就会形成一个线性时不变系统, 而原
来系统的一些特性也往往会反映在新生成的时不变

系统中. 因此, 时不变重构是研究 LDPV 系统的一
个非常重要的工具, 很多理论结果是基于两类提升
技巧, 通过提升将周期系统中的控制问题转化为一
个等价的高维时不变系统的相应问题. 提升方法导
致的结果或是处理 T (T 是系统周期)个矩阵的乘积
矩阵, 或是处理一个具有稀疏和大结构的标准系统.
提升的数学本质是通过托普尼兹算子将原状态空间

l2 等距同构到一个新的空间上.
时间提升重构或许是最经典的一类时不变重构,

它将一个周期上的输入输出信号打包成一个新的放

大的信号, 而状态信号则是每隔一个周期取样一次.
这种思想最早起始于对多级速度反馈系统的研究.
文献 [9] 在对多级速度反馈系统的输入输出关系的
分析中, 利用等价的单级速度系统重新表示了这类
系统. 1959 年, Jury 等[10] 利用周期时变取样分析

了取样数字控制系统. 随后, Rreidland 发现多级速
度系统属于一般的离散周期时变系统[11]. 基于前人
的成果, Meyer 等于 1975 年将多级速度和周期时变
数字滤波器统一起来用线性时不变系统描述[12]. 一
般地, 人们称Meyer 等构建的提升系统为标准提升
时不变系统. 自此以后, 时间提升重构在 LDPV 系
统的分析和设计中常常被用到, 比如在周期零点的
定义、能达性和能观性等结构属性、极点配置、优化

控制器的设计中均能找到它的影子.
Park等[13] 和 Flamm[14] 提出了 LDPV系统的

另外一种时不变表示, 即循环时不变重构. 循环操作
是随时间推移, 每次挑选一个周期的信号取样, 而该
取样信号是以一个增广向量的形式来表示的. 将这

种操作应用到周期动态系统的外部变量, 得到一个
时不变的动态过程. 在这种表示里, 重构的线性时不
变模型保持了原始周期系统的步长. 循环重构算法
相对于标准提升算法的优势在于原始离散周期系统

的因果律被保留在重构后的线性时不变系统中, 而
且二者的步长是一致的. 缺点是它不仅放大了输入
空间和输出空间的维数, 而且放大了状态的维数. 循
环重构算法也得到了广泛的应用, 人们在检验周期
系统中的一些重要概念的合理性时, 往往会对比标
准提升重构和循环提升重构各自所得结果是否一致,
如周期系统的零点、极点、L2 范数、L∞ 范数等都
被证明是有意义的. 此外, LDPV 系统的模型匹配
问题也是循环重构算法的一个重要用武之地[15].
以上两类重构都是基于状态空间描述的, 文献

[8] 从周期系统的输入输出描述角度出发, 首先提出
了周期传递函数的概念, 并在此基础上给出了周期
系统的频域响应. 该文还从输入输出角度讨论了四
类重构: 时间提升重构、循环提升重构、频率重构、
傅里叶重构, 并通过解析形式阐明了几种重构之间
的相互关系. 由于该文是从周期传递函数方面来论
述的, 使得人们对于线性周期系统的时不变重构的
频域解释有了更深刻的认识. 这在传统的状态空间
描述占主导地位的情形下构成了一个新的亮点.

2.1.2 系统的结构属性

系统的结构属性可分为能控性、能观性、能达

性和能重构性. 能控性研究系统在外在控制作用下
从任意非零状态达到零状态的可能性. 能达性的概
念类似于能控性, 反映了系统在外在控制作用下能
从零状态达到状态空间中任意非零状态的一种性能.
对于连续型的线性定常系统, 能达性和能控性是完
全等价的, 两者的判别条件也相同. 只有在研究离散
系统和线性时变系统时, 能达性和能控性的区别才
变得有意义, 而且一般它们的判别条件也是不相同
的. 并非所有状态变量都是可测量或有物理意义的,
因此提出能否通过可测量的输出量获得系统的状态

量, 这便是系统的能观测性问题; 能否通过未来的观
测输出量估计系统的当前状态量, 这便是系统的能
重构性问题. 在周期系统的框架下, 这些属性也得到
了充分的研究.
文献 [16] 根据这几个结构属性对系统进行了

标准分解. 通过寻找结构子空间的相互关系来确
立离散系统的对偶原理, 然后推导了标准分解存在
的充分条件, 并给出了一个基于能达性和能重构性
的标准分解. 对于离散周期系统而言, 能达性和能
控性指标不再是固定的, 而是依赖于时间 t 的, 文
献 [17] 对这个问题进行了探讨, 并指出时刻 t 和区
间 (t − µrtT, t) 有共同的能达子空间, 和时间区间
(t, t + µctT ) 有共同的能控子空间.

文献 [18] 对能达性和能观性推导了一个非常简
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单易行的秩判据, 给出了 t 时刻 k 步能达和能观测
的充分必要条件.
在文献中, 能达性 Grammian 矩阵和能观性

Grammian 矩阵的概念也得到了充分的关注. 文献
[17, 19] 利用 Grannian 矩阵的概念讨论了能控性和
能重构性, 并据此定义了相应的能控子空间, 不可控
子空间, 能重构子空间, 不可重构子空间. 进而, 根
据系统的不可控部分是否是稳定的, 将系统分为可
稳的和不可稳的; 根据系统的不可重构部分是否是
稳定的, 将系统分为可检测的和不可检测的.
2.1.3 稳定性分析

稳定性是一切动态系统所要解决的首要问题.
在离散周期系统中, 稳定性分析和综合得到了充分
的研究, 取得了丰硕的成果. 系统 (1) 的稳定性取决
于它的单值性矩阵 ΦA(t) = A(t + T − 1)A(t + T −
2) · · ·A(t) 的所有极点是否位于单位圆内. 文献 [16]
中称这些极点为系统的特征乘子 (Characteristic
multiplier), 并证明了它们与时间 t 无关.
在稳定性分析中, 一个最重要的方法自然是

Lyapunov 方法. 文献 [20] 分别对连续和离散周期
系统给出了周期 Lyapunov 不等式与周期 Riccati
方程, 据此推导了线性周期系统稳定的充分必要条
件. 文献 [21] 给出了 Lyapunov 引理的周期时变系
统版本. 基于该引理, 并假设系统完全能观测, 将系
统的渐近稳定性归结为与其相应的周期 Lyapunov
方程的正定解的存在性. 将能观性假设放松到系统
能检测, 得到一个扩展版本的引理. 在这个扩展的引
理中, 系统的稳定性取决于周期 Lyapunov 方程的
周期半正定解的存在性. 文献 [22] 利用一个周期差
分 Riccati 矩阵方程的解刻画了 LDPV 系统输出稳
定的充分必要条件.
2.1.4 零点

对于线性时不变系统, 零点的重要性广为人知.
很多学者都讨论过, 定义了各种零点, 如不变零点、
传输零点、输入和输出解耦零点, 并给出了不同零
点概念之间的区别和联系, 如文献 [23−26] 等. 在
线性周期系统领域, 对零点也进行了广泛深入的探
讨, 很多学者们都做出了较大的贡献, 如 Bolzern P,
Grasselli O M 和 Longhi S 等.
文献 [27] 考虑了 SISO 线性离散周期系统的零

点, 将该类系统的零点与其提升 LTI (Linear time
invariant) 系统的零点联系起来. 该文通过一个性
质对零点进行刻画, 该性质是 LTI 传函块属性在周
期系统中的延伸, 同时也是对周期系统的零点定义
是否合理的验证. 文献 [28] 研究了 LDPV 系统的传
输零点、不变零点和结构零点, 阐明了各自的含义,
解释了相互之间的关系. 该文证明了不变零点与结
构零点是相同的, 且非零不变零点和非零传输零点
是独立于时间的. 在推导过程中利用了系统的结构

属性, 因此这些结果也可以看作是 LDPV 系统在几
何理论方面的进一步深化. 文献 [29] 将输入和输出
解耦零点的概念推广到了线性离散周期系统, 并对
不变零点和传输零点引入了一种全新的、更简单的

描述, 介绍了它们的结构指标的周期有序集. 该文证
明了这几种类型的非零零点的结构指标有序集是不

依赖时间的, 但是零不变零点、零传输零点、零输入
和零输出解耦零点的结构指标有序集是随时间变化

的, 该文进一步指出, 不能通过周期反馈来改变不变
零点的有序集. 在时不变系统中, 不变零点具有如
下的属性: 对于任何一个零点, 都存在一个适当的初
始状态和一个指数类型的输入函数使得输出恒等于

零. 文献 [18] 指出离散周期系统的零点也具有类似
的粘附属性: 对于每一个不变零点, 都可以选择一个
初始状态和一个周期输入函数使得系统的输出为零.
该初始状态和作为输入的指数周期信号都可以根据

其提升系统的初始状态和输入构造出来. 文献 [30]
考虑了更为广泛的一类线性周期系统的零点. 对于
状态空间维数也随时间周期系统变化的系统, 同样
将零点定义为其提升 LTI 系统的零点. 通过一种数
值可靠的反向算法对提升 LTI 系统的广义特征结构
进行了计算. 该方法可同时计算系统的零点、解耦零
点、极点和与其对应的 LTI 系统传函的左右零子空
间.

2.1.5 系统实现和模型降阶

在现有的关于 LDPV 系统的理论成果中, 占绝
对优势的是对具有定常状态维数的系统的研究. 对
于状态维数可变的 LDPV 系统, 理论成果虽然不多,
但在最小系统实现和极点配置方面, 也取得了显著
的成果. 在这部分, 主要总结一下模型降阶和系统实
现方面的成果.
对于周期为 T 的 LDPV 系统, 文献 [31] 研究

了如何根据一个传函矩阵构造系统的状态空间表述

形式. 该文定义了 LDPV 系统的最小实现、准最小
实现以及一致 T 实现, 以充要条件刻画了这些实现,
并提供了相应的算法. 该方法可以应用到具有时变
维数的 LDPV 系统的实现问题. 文献 [32] 讨论了
LDPV 系统和其提升 LTI 系统在能达性和能观性
等主要结构属性方面的关系, 指出当且仅当系统是
完全能达且完全能观时, 该系统是最小的. 进一步,
该文还研究了两个最小 LDPV 系统的相似问题, 给
出了充要条件. 文献 [33] 研究了状态 (输出) 维数时
变情形下的 LDPV 系统的最小实现问题, 提出了两
种数值可靠地计算方法. 其中一种可归结为平方根
类型, 具有较高的精确度, 可得到系统的平衡最小实
现. 第二种方法针对具有较差结构的原始 LDPV 系
统, 计算最小实现时具有较强的计算优势. 在这两种
方法中, 周期 Lyapunov 矩阵方程非负定解的求解
是核心. 文献 [34] 采用正交分解的方法讨论了如何
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得到一个传函矩阵的最小状态空间描述, 即 LDPV
系统的最小实现问题. 该文的特色之处在于利用所
提出的方法所得到的周期系统的状态维数是可以随

时间变化的, 从而更具一般性. 此外, 该方法的计算
复杂度也不高.
文献 [35] 将 LTI 系统模型降阶的平衡截断方法

延伸到 LDPV 系统中, 提出了两个数值可靠的算法
来进行模型降阶, 并阐明了降阶后所得到的模型是
稳定的. 该文算法的核心之处在于对周期 Gramian
矩阵进行 Cholesky 分解. 文献 [36] 区别于前述模
型降阶方法, 并非着手于周期系统的状态空间实现
本身, 而是通过对其提升 LTI 系统实施平衡截断技
术, 来实现模型降阶. 该方法的优点是, 当 LDPV 系
统的状态维数较高, 周期长度适中, 输入/输出维数
较小时, 得到的误差上界会非常小.

2.2 系统综合

2.2.1 镇定

镇定综合领域的研究成果非常丰富. 能达性
Gramian 矩阵法是一种具有较长历史且很有理论意
义的方法. 针对 LTI 系统, 文献 [37−38] 等都进行
了深入的讨论. 文献 [39−40] 对线性时变系统进行
过相关的讨论. 文献 [41] 指出在周期系统中, 镇定策
略不仅有传统的逐点滚动方案, 还有逐段滚动镇定
方案. 在此基础上, 文献 [42] 针对线性连续和离散周
期系统, 设计出了一种时域的逐段滚动镇定方法, 在
假设系统能控而不需要系统可逆的情况下, 通过能
达性 Gramian 矩阵, 构造了系统的控制增益. 和经
典的逐点滚动镇定策略相比, 该方法拥有更小的时
间复杂度.

通过周期 Lyapunov 方程或者 Riccati 方程的
解来构造镇定控制器也是一个常用的方法. 文献
[43] 求解了周期离散 Riccati 方程, 推导了周期半
正定解存在和唯一的充要条件. 基于这些理论, 研究
了周期预测控制问题, 设计了迭代线性化算法. 文
献 [44] 采用周期 Schur 分解求解了一对周期差分
Lyapunov 方程, 进而将目标函数与梯度都用这对方
程的解表示出来, 通过梯度搜索优化算法, 设计了周
期输出反馈优化控制器. 文献 [45] 考虑了执行器饱
和的线性离散周期系统的半全局镇定问题. 在系统
的开环特征乘子全部位于闭单位圆内的假设下, 基
于求解一个参数化离散周期 Lyapunov 方程, 提出
了一种低增益状态反馈设计方法.
近些年, 线性矩阵不等式 (LMI) 技术的迅速发

展, 在 LDPV 系统领域也得到了广泛的应用. 文献
[46] 采用线性矩阵不等式工具, 同时研究了状态反
馈和输出反馈镇定的条件和设计方法. 在周期状态
反馈中, 提出的镇定所要满足 LMI 条件是一个充要
条件; 在周期输出反馈中, 提出的 LMI 条件仅仅是
充分的. 进而, 根据这些条件, 综合了范数有界不确

定周期系统的镇定控制器. 文献 [47] 考虑了具有区
间参数不确定性的离散周期系统的反馈控制问题,
分别给出了基于 LMI 的渐近稳定条件和反馈镇定
条件, 并进一步研究了 L2 增益问题. 文献 [48] 考虑
了输入饱和的线性离散周期系统的稳定性和镇定问

题, 构建了一个饱和依赖的周期 Lyapunov 函数, 以
LMIs 的形式给出了系统局部稳定和全局稳定的充
分条件, 并以此来降低设计保守性和设计控制器.

2.2.2 极点配置

在 LDPV 系统中, 时刻 τ 的极点被定义为该时
刻的提升时不变系统的极点. 文献 [28−29] 分别从
不同角度说明了非零极点是不会随时刻 τ 的改变而
改变的, 也即是说非零极点是不依赖时间的. 和线性
时不变系统相似, 极点是否位于开单位圆内, 直接决
定了线性离散周期系统的稳定性. 因此, 极点配置问
题得到了广泛的研究, 涌现出了多种设计方法.
文献 [49] 将文献 [50] 用来处理 LTI 系统极点

配置的方法推广到线性离散周期系统中. 该方法可
以同时处理状态或输入空间维数随时间变化的情况,
并进一步根据所设计的周期状态反馈律中的自由度,
设计了鲁棒控制器. 文献 [51] 利用酉变换提出了一
种数值可靠算法, 解决了周期状态反馈极点配置问
题. 该方法基于隐式特征分解, 推导了系统矩阵的
标准 Schur 型. 通过依次更换极点来实现极点配置.
在给定的系统完全能达的前提下, 利用这种方法可
以实现极点的任意配置. 采用这种方法的好处是只
用更换一个 “不想要” 的极点, 保留 “想要” 的极点
即可. 因此, 可以降低计算复杂度. 文献 [52] 考虑了
LDPV 系统和 LTI 系统极点配置问题之间的联系,
指出在系统能达的假设下, 线性离散周期系统的极
点配置问题可归结为 LTI 系统的极点配置问题, 其
中状态维数保持不变, 输入维数放大了 T 倍 (T 为
线性离散周期系统的周期长度). 文献 [53] 利用扰动
分析的方法, 阐明了存在周期输出反馈律能够对系
统进行极点配置, 并通过求解一组代数方程, 给出了
输出反馈增益的计算方法. 但是, 该方法不能配置零
极点. 文献 [54] 考虑了 LDPV 系统的鲁棒极点配置
问题. 首先将问题转化为周期 Sylvester 方程的求解
问题, 然后根据该问题解的多样性, 采用和 LTI 系统
相同的鲁棒性能指标, 设计了周期鲁棒控制器. 该方
法虽然提供了较大的设计自由度, 但是对自由参数
的选择有能观测性的要求. 进一步, 该方法要求系统
欲配置的极点即闭环极点和开环系统的极点完全不

相同, 此外, 该方法也不能配置零极点.
最近, 我们在文献 [55] 中提出了一种新的周期

状态反馈极点配置算法, 该方法弥补了上述算法的
缺点, 能够将系统的极点配置到复平面上任意想要
的位置, 给出了能够实现极点配置的状态反馈控制
器的参数化表达, 而且对自由参数的选择没有限制.
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该文进一步考虑了鲁棒极点配置问题, 利用周期系
统的特性, 推导了系统极点对潜在扰动的灵敏度指
标, 设计了鲁棒控制器. 此外, 文献 [56] 考虑了鲁棒
周期动态补偿器设计问题, 利用闭环系统单值性矩
阵的特殊性, 经过适当的处理, 以参数化形式给出了
离散时间线性周期系统极点配置问题的动态补偿器,
实现了完全的自由度. 进一步该文将鲁棒设计问题
转化为了一个带约束的优化问题, 通过对优化问题
的求解, 最终获得了理想的鲁棒控制器.
2.2.3 H2H2H2 和H∞H∞H∞ 控制

学者们对于 H2 和 H∞ 范数的研究较早, 给出
了有效的计算方法[18, 57−58], 但是对于设计 H2 和

H∞ 控制器的问题, 直到 2000 年以后才取得了一些
成果. 这些设计方法几乎都是以线性矩阵不等式作
为工具的.

文献 [59] 定义了 LDPV 系统的 H2 范数, 以
LMI 的形式给出了 H2 控制问题的充要条件, 并综
合了一个周期反馈控制器. 文献 [60] 研究了多胞不
确定性 LDPV 系统的鲁棒 H2 控制问题, 引入了松
弛变量, 利用参数依赖的周期 Lyapunov 函数, 归纳
出鲁棒H2 控制的一个充分条件. 该方法的优点在于
系统设计的保守性较低.
文献 [61]研究了 LDPV系统的鲁棒H2 控制问

题, 通过对 LMI 条件, 进行降维处理, 很大程度上降
低了计算量, 进而降低了系统设计中的保守性.
文献 [62] 研究了多胞不确定性 LDPV 系统的

鲁棒控制问题, 提供了一个动态控制器的结构框架,
并以 LMI 的形式构造了镇定控制器, 进一步推导了
鲁棒周期 H2 和 H∞ 控制器的存在条件. 在该方法
中, 设计出来的控制器的周期是灵活可变的, 通过增
加周期长度, 可以使得设计保守性降低并优化控制
性能.
2.2.4 故障检测

和 LDPV 系统的其他研究领域相比, 人们对
故障检测的关注较晚, 研究成果也基本上都出现在
2000 年以后.
文献 [63] 研究了 LDPV 系统的故障检测问题,

通过对其提升 LTI 系统的传函矩阵设计有限脉冲响
应零化子, 使得系统对干扰输入具有较强的鲁棒性,
从而实现干扰抑制. 进一步, LDPV系统在不同取样
点处残差的加权阵可以通过这个零化子获得.
文献 [64] 也考虑了 LDPV 系统的故障检测问

题, 给出了一种数值可靠的计算最小阶零化子的算
法. 该方法没有对系统进行时不变提升处理, 而是通
过对一个周期矩阵对进行正交变换, 化成一个类似
周期 Kronecker 型, 从而可以得到故障检测滤波器
的一个周期实现.
文献 [65]同时考虑了鲁棒干扰抑制和故障检测,

提出了一种优化方法. 该文将 LTI 系统的比值型性

能指标延伸到 LDPV 系统, 将设计周期残差生成器
问题归结为一个优化问题, 其主要工作量在于对一
个周期 Riccati 矩阵方程的求解.
同样考虑了 LDVP 系统的故障检测问题, 文献

[66] 以设计周期残差生成器为目标, 使得周期残差
信号和外在干扰完全解耦. 该文首先设计了一个具
有周期奇偶向量的周期残差生成器, 然后建立了该
周期奇偶向量与基于观测器的周期残差生成器之间

的关系. 该文指出基于观测器的周期解耦残差生成
器完全可以从一个完全解耦的周期奇偶向量中得到.

文献 [67] 运用主元分析方法提出了线性离散周
期系统的传感器故障诊断和孤立方案. 其中心思想
是将线性离散周期系统建模成多模型主元分析, 其
模型数等于周期长度. 通过将观测到的系统动态和
期望的系统动态作比较, 检测出故障传感器. 并通过
可变的重构方法孤立出故障的传感器.

在系统综合中, 除了上述几个研究成果比较
集中的领域外, 研究者还在 LDPV 系统的最优控
制、LQG 问题以及模型预测控制等其他方面取得了
一些成绩, 如文献 [44, 68] 等.

3 总结和展望

综上所述, 经过几十年的发展, 线性离散周期系
统虽然在系统分析、综合方面取得了一些成就, 在笔
者看来, 仍存在如下几个方面的问题:

1) 和成熟的线性时不变系统理论相比, LDPV
系统中还有一些很重要的基础问题需要进一步研究,
如能控能观标准型的计算、关联的传递函数矩阵零

点的计算以及谱分解等. 这里需要特别指出的是, 尽
管在连续周期系统中 Floquet 理论的应用非常广泛,
但是在 LDPV 系统中 Floquet 理论并不成熟[69−71].
现有的成果仅仅是弄清楚了离散 Floquet 变换存在
的充分必要条件以及系统矩阵非奇异时推导出离散

Floquet 变换的方法. 因此, 离散 Floquet 理论并没
有在系统综合中得到应有的关注.

2) LDPV 系统的约束控制存在挑战. 对于周期
系统的约束控制问题, 仅有文献对 SISO 周期离散
系统的局部镇定问题进行过讨论, 还有最近 Zhou B
等利用周期参量 Lyapunov 方程的解, 在控制器受
限的情况下解决了半全局镇定问题. 但尚有一些其
他问题如全局镇定, 鲁棒镇定等有待进一步研究. 由
于周期系统本质上是时变系统, 受约束的系统本质
上是非线性系统, 而对这两类系统的研究缺乏有效
的数学工具, 导致了很多基础性的问题还没有人研
究, 例如不变集的精确刻画、渐近零能控区域的精确
刻画方法等.

3) 广义线性离散周期系统的研究成果较少. 相
对于非奇异离散周期系统而言, 人们对广义周期
系统的关注较晚. 研究广义周期系统的主要工具
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是将系统矩阵对应的增广周期矩阵对化简成周期

Kronecker 型. 近几年来, 人们在系统的可解性、零
极点的计算, 以及能达性、能观性等系统分析方面有
了初步进展, 取得了一些成果, 但是还存在一些迫切
需要解决的问题, 如故障诊断问题、周期模型匹配问
题、H2、H∞ 优化问题等.

4) 具有时变状态和输入维数的 LDPV 系统期
待深入的研究. 这类系统是由输入的不同步导致的,
因此在工程实践建模中更具代表性. 但是, 和固定维
数的 LDPV 系统相比, 这类系统仅在系统实现、模
型降阶、预测控制等方面取得了零星的的研究成果.
一些常见的综合问题, 如镇定、H2 控制、H∞ 控制、
故障诊断等都没有有效的计算方法.
综上所述, 线性离散周期系统的研究虽然并不

成熟, 遇到的挑战也很多, 但是随着理论研究的不断
深入, 随着线性时不变系统、时变系统以及连续周期
系统的进一步发展, 线性离散周期系统的理论必然
会进一步完善, 也必将在实践中发挥更大的作用.
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