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具有输入死区的非线性系统的鲁棒

重复控制

朱 胜 1 孙明轩 2 王雪洁 1 李艳君 1 方志刚 1

摘 要 针对一类输入含死区非线性特性的周期时变系统, 在周期时变

参数不可参数化的情形下设计鲁棒重复控制器. 采用微分自适应律估计

未知死区参数, 剩余的有界项通过鲁棒方法予以消除, 为避免出现颤振现

象, 采用饱和函数替代符号函数. 在系统输出跟踪周期轨迹的情形下, 将

非参数化不确定项转化为含周期时变参数的形式, 以达到利用周期学习

律进行估计的目的. 理论分析与仿真结果表明, 采用部分饱和或全饱和

学习算法均能实现输出误差有界收敛, 并保证闭环系统所有信号有界.
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Nonlinear Systems with Input Deadzone
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Abstract This paper deals with the robust repetitive con-

troller design for a class of nonlinear systems with input dead-

zone, without the assumption that the periodic uncertainties

can be parameterized. The unknown parameters involved in the

deadzone nonlinearity are estimated by using integral adaptive

algorithms, while the bounded term is treated by a robust ap-

proach, and the saturation function is adopted to avoid the pos-

sible chattering phenomenon. The non-parametric uncertainty

is expressed with a periodically time-varying function, to which

the periodic learning approach can be applied for estimation pur-

pose. It is shown by theoretical and numerical results that both

partially- and fully-saturated learning algorithms are effective to

ensure asymptotic convergence of the tracking error, as well as

boundedness of all the signals in the closed-loop system.
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对于很多物理装置, 在输入的大小达到某个特定值之前,

它们的输出为零. 这种输入输出特性称为死区. 死区是重
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要的非线性环节 (饱和、滞环等) 之一, 如直流电动机、液压

伺服阀、气压驱动装置等都存在着死区现象, 它的存在会影

响系统稳态精度, 甚至造成不稳定. Recker 等[1] 首先提出

在非线性死区之前建立逆模型补偿的方法, 设计自适应控制

器. Tao 等[2−3] 对此方法进行了深入研究, 将其扩展到离

散系统、非最小相位系统和输出反馈非线性系统. 为了简化

控制器设计, Boulkroune 等[4] 设计了模糊自适应预补偿器;

Selmic等[5] 利用神经网络来设计死区预补偿器. 鉴于鲁棒控

制方法能有效地处理未知外界扰动, Wang 等[6] 将死区环节

的一部分描述成一种类似于外界扰动的项, 并假定死区各个

参数的界已知, 通过设计鲁棒自适应律来达到预期的控制目

标; Ibrir等[7] 和Wu等[8] 将其扩展到死区非对称的情形. 对

于系统含定常参数不确定性或死区模型参数为定常的时候,

以上自适应控制方法能有效处理, 但当系统含时变参数不确

定性时, 单一自适应控制难以应付, 往往需要结合鲁棒方法.

如果时变参数为周期参数, 或者非线性系统跟踪周期轨迹时,

采用鲁棒方法处理周期时变不确定性则过于保守. 因此, 对

于含死区非线性输入的周期时变系统, 本文采用更为直接的

重复控制方法.

重复控制由 Inoue等[9] 于 1981年提出,早期的重复控制

系统的控制器设计往往在频域进行, 近年来, 基于 Lyapunov-

like 方法给出了重复控制的时域分析和设计方法[10]. 当周

期系统含有非参数化扰动或不确定性[11−12] 时, 单一学习算

法往往不能达到理想的控制效果. 鲁棒方法在处理非参数化

不确定性时, 要求不确定项具有上界, Xu 等[13] 放宽了限制

条件, 针对一类局部 Lipschitz 连续非线性系统设计重复控

制器, 并将结果推广到级联系统. 学习控制在处理不连续非

线性方面已有一些结果[14−17]. Tan 等[14] 设计双学习控制

环处理静态非线性输入, 实现系统输出的完全跟踪, 但要求

死区输出可量测; Zhu 等[15−17] 不仅针对静态不连续非线性

(死区) 输入系统设计迭代学习控制器, 亦对动态不连续非线

性 (齿隙) 输入系统分别利用泰勒级数展开和傅里叶级数展

开设计了迭代学习控制器和用于周期系统的自适应控制器.

目前, 尚未有死区输入非线性系统的重复控制方面的结果.

本文针对一类含非参数化不确定性的控制系统, 在系统

输入具有死区非线性特性的情形下设计鲁棒重复控制器. 不

要求死区输出可量测, 采用微分自适应律逼近未知死区参数,

有界误差项利用鲁棒方法予以消除, 饱和函数替代符号函数

以消除颤振, 实现误差有界收敛且界可人为调整. 非参数化

不确定项无需满足上界限制. 在跟踪周期理想轨迹时, 非参

数化不确定项满足周期性要求, 采用部分饱和与全饱和周期

学习算法均能保证输出有界收敛, 且闭环系统所有变量有界.

仿真算例证明算法的有效性.

1 问题的描述

考虑一类单输入单输出不确定非线性系统:

ẋi = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1

ẋn = η(X, t) + D(υ(t))

y = x1 (1)

其中, 时间 t ∈ [0,∞), X(t) = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn 是系统状

态, y(t) ∈ R1 是系统输出, η(X, t) ∈ R1 是关于状态和时间

的非参数化不确定性, υ 是系统输入, D(·) 是死区环节, 模型

如下:

D(υ(t)) =





mr(υ(t)− br), υ(t) ≥ br

0, bl ≤ υ(t) ≤ br

ml(υ(t)− bl), υ(t) ≤ bl

(2)

系统 1 是复杂的非线性系统, 不仅含时变非线性项 η(X, t),

且输入含不连续非线性环节, 对此类系统作如下假设:

假设 1. 非参数化不确定性 η(X, t) 关于时间是周期的,

即对任意常数向量 X0, 有 η(X0, t) = η(X0, t− T ).

假设 2. |η(X, t)− η(Y, t)| ≤ α(t, X, Y )||X − Y ||, 其中
α(t, X, Y ) 是已知有界函数.

假设 3. 理想轨迹 yd(t) 具有 n− 1 阶导数, 并且是周期

的, 即满足 yd(t) = yd(t− T ).

假设 4. 死区斜率mr = ml = m > 0, m, br, bl 未知, 但

符号已知, 不失一般性, 假设 br > 0, bl < 0, m > 0.

注 1. 假设 1∼ 3 是重复控制的一般性假设, 可参见文献

[10−11, 13]. 假设 2 放宽了鲁棒方法里对不确定项小于特定

值的条件[13], 假设 3 体现重复控制系统跟踪理想轨迹的最初

目的, 在后续推导中将利用该条件将不确定项转化为周期参

数. 假设 4 是对死区模型的常规假设, 已有文献将此条件放

宽到非对称死区[7].

定义 1. 函数 ρ(·) 表达如下:

ρ(z) =





−br, z ≥ br

−z, bl ≤ z ≤ br

−bl, z ≤ bl

(3)

根据假设 4, 死区模型 (2) 可写成:

D(υ(t)) = mυ(t) + mρ(υ(t)) (4)

其中, ρ(·) 由定义 1 给出, 令 ρ̄ = max(mbr,−mbl), 有

|ρ(υ(t))| ≤ ρ̄, ρ̄ 未知.

定义 e(t) = X(t) − Xd(t) = [e1(t), e2(t), · · · , en(t)]T,

其中, Xd(t) = [yd, ẏd, · · · , y
(n−1)
d ]T, 记 es = [ΛT 1]e(t), 其

中, Λ = [λ1, λ2, · · · , λn−1]
T,使H(p) = pn−1+λn−1p

n−2+

· · · + λ1 是 Hurwitz 的.

定义 2. 饱和函数 sat(·) 表达如下:

sat(z) =





1, z ≥ 1

z, −1 < z < 1

−1, z ≤ −1

(5)

令 s(t) = es(t) − εsat( es(t)
ε

), 其中, ε 为任意可调的正

整数. 因此, s(t) 可写成:

s(t) =





es(t)− ε, es(t) ≥ ε

0, −ε < es(t) < ε

es(t) + ε, es(t) ≤ −ε

对滤波误差求导, 得:

ės = a(t) + η(X, t) + D(υ(t)) (6)

其中, a(t) = [0 ΛT]e(t)− y
(n−1)
d .

控制目标是寻找合适的控制输入 υ(t), 在输入具有死区

特性下, 误差 es(t) 收敛于原点的邻域内, 且邻域半径可调.
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当 limt→∞ s(t) = 0, 有 limt→∞ |es(t)| ≤ ε. 只需考虑

|es(t)| > ε 的情形, 此时有:

s(t)sat

(
es(t)

ε

)
= s(t)sgn(s(t)) = |s(t)| (7)

2 控制器设计

对误差函数 s(t) 求导, 并将式 (4) 代入, 得:

ṡ = a(t) + η(X, t)− η(Xd, t) + η(Xd, t) + mυ(t)+

mρ(υ(t)) (8)

根据假设 1, 令 θ(t) = η(Xd, t), 有:

θ(t) = θ(t− T ) (9)

根据假设 2, 有:

|η(X, t)− η(Xd, t)| ≤ α(t, X, Xd)||e(t)|| (10)

令 ξ = 1/m, 为同时消除非参数化扰动和死区特性的影响,

设计控制器如下:

υ(t) = χξ̂ − ρ̂sat

(
es(t)

ε

)
(11)

其中, χ = −a(t)− βs− θ̂− α(X, Xd, t)sat( es(t)
ε

)||e||, β > 0

是定常参数; ξ̂ 是 ξ 的估计; ρ̂ 是 ρ̄ 的估计.

注 2. 控制律 (11) 中, ρ̂sat( es(t)
ε

) 项用来消除死区模型

(4) 中的有界不确定项对系统稳定性的影响, 最终使得误差

收敛到任意可调的界 ε 内.

参数估计 ξ̂ 和 ρ̂ 分别由以下自适应律给出:

˙̂
ξ = −γ1χs (12)

˙̂ρ = −γ2ς(t)ρ̂ + γ2|s|, ρ̂(0) > 0 (13)

其中, γ1, γ2 > 0 是定常参数, 函数 ς(t) 满足 limt→∞ ς(t) =

0,
∫∞
0

ς(t)dτ = δ < ∞.

注 3. 参数估计 ρ̂ 对 ρ̄ 进行估计, 传统自适应律一般为
˙̂ρ = |s|, 这在实际中, 由于误差无法达到绝对 0 收敛, 参数估

计值会越积越大, 最终导致发散, 因此, 在式 (13) 中引入函数

ς(t) 避免 ρ̂ 发散. 例如: ς(t) = 1/(t + 1)2.

式 (11) 中的 θ̂(t) 采用如下两种学习律均能达到理想效

果.

1) 部分饱和学习律

θ̂(t) =

{
satf̄ (θ̂(t− T )) + γ3s(t), t ∈ [0,∞)

0, t ∈ [−T, 0)
(14)

2) 全饱和学习律

θ̂∗(t) =

{
θ̂(t− T ) + γ3s(t), t ∈ [0,∞)

0, t ∈ [−T, 0)

θ̂(t) = satf̄ (θ∗(t)) (15)

其中, γ3 > 0, satf̄ (·) 表示一类饱和函数, 定义如下:

定义 3. 对于标量 f , 饱和函数 satf̄ (f) 定义为

satf̄ (f) =





f̄1, f < f̄1

f, f̄1 ≤ f ≤ f̄2

f̄2, f > f̄2

(16)

其中, f̄1 和 f̄2 分别是上下限幅值.

注 4. 周期学习算法 (14) 和 (15) 加饱和限幅, 确保参数

估计有界, 从而保证误差收敛. 给定 satf̄ (θ̂(t)) 的上下限幅

值分别是 θ̄1 和 θ̄2, 这里假设 θ̄1 < θ(t) < θ̄2. 给出如下引理:

引理 1. 对标量 f1, f2, 如果 f1 = satf̄ (f1), f1 和 f2 的

限幅值一样, 则:

(f1 − satf̄ (f2))
2 ≤ (f1 − f2)

2 (17)

(f1 − satf̄ (f2))(f2 − satf̄ (f2)) ≤ 0 (18)

证明. 假设 f̄1 ≤ f1 ≤ f̄2, 则 f̄1 ≤ satf̄ (f2) ≤ f̄2, 有

(f1 − satf̄ (f2))
2 − (f1 − f2)

2 = (f2 − satf̄ (f2))(2f1 − f2 −
satf̄ (f2)),当 f2 > satf̄ (f2)时, f2 > f̄2, (2f1−f2satf̄ (f2)) =

(2f1 − f2 − f̄2) < 0; 当 f2 < satf̄ (f2) 时, f2 < f̄1, (2f1 −
f2−satf̄ (f2)) = (2f1−f2− f̄1) > 0;故式 (17)成立. 当 f2 >

satf̄ (f2) 时, satf̄ (f2) = f̄2, f1 − f̄2 < 0; 当 f2 < satf̄ (f2)

时, satf̄ (f2) = f̄1, f1 − f̄1 > 0; 故式 (18) 成立. ¤

3 稳定性和收敛性分析

定理 1. 针对系统 (1), 满足假设 1∼ 4, 在控制器 (11) 以

及参数自适应律 (12) 和 (13) 的作用下, 分别采用部分饱和

学习律 (14) 或全饱和学习律 (15), 均能得到以下结论:

1) ∀t ∈ [0,∞], s(t) 有界, 且有 limt→∞ |s(t)| = 0;

2) ∀t ∈ [0,∞], es(t) 有界, 且有 limt→∞ |es(t)| = ε;

3) 闭环系统中所有变量均有界;

4) y(t) 有界收敛于期望轨迹 yd, 且有:

lim
t→∞

|y(t)− yd(t)| ≤ c

λ
ε (19)

其中, c, λ > 0 为常数.

证明. 首先定义如下 Lyapunov-like 泛函

V (t) =
1

2m
s2(t) +

1

2γ2
ρ̃2(t) +

1

2γ1
ξ̃2(t)+

1

2γ3m

∫ t

t−T

θ̃2(τ)dτ (20)

其中, ρ̃(t) = ρ̄ − ρ̂(t), ξ̃(t) = ξ − ξ̂(t), θ̃(t) = θ(t) − θ̂(t).

对上式第 1 项求导, 并将式 (8) 和控制律 (11) 代入, 利用式

(7), 得:

1

2m

d

dt
(s(t))2 ≤ ξa(t)s + ξη(X, t)s + χξ̂s + |s|ρ̃ (21)

对式 (20) 的第 2 项求导, 并将自适应律 (13) 代入, 得:

1

2γ2

d

dt
(ρ̃)2 = −ς

(
ρ̂− 1

2
ρ̄

)2

+
1

4
ςρ̄2 − ρ̃|s| (22)

对式 (20) 的第 3 项求导, 并将自适应律 (12) 代入, 得:

1

2γ1

d

dt
(ξ̃)2 =

1

γ1
ξ̃(− ˙̂

ξ) = ξ̃χs (23)
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1) 部分饱和情形

对式 (20) 的第 4 项求导, 并将式 (14) 代入, 应用引理 1,

得:

1

2γ3m
(θ̃2(t)− θ̃2(t− T )) ≤

1

2γ3m
((θ(t)− θ̂(t))2 − (θ(t)− satf̄ (θ̂(t− T )))2) ≤

− ξsθ̃ (24)

2) 全饱和情形

对式 (20) 的第 4 项求导, 并将式 (15) 代入, 应用引理 1,

得:

1

2γ3m
(θ̃2(t)− θ̃2(t− T )) ≤

1

2γ3m
((θ(t)− θ̂(t))2 − (θ(t)− θ̂(t− T ))2) ≤

− ξsθ̃ (25)

因此, 采用饱和学习律 (14) 或 (15) 能得到相同的结果, 即:

1

2γ3m
(θ̃2(t)− θ̃2(t− T )) ≤ −ξsθ̃ (26)

对式 (20) 求导, 并将式 (21)∼ (23) 和 (26) 代入, 有:

V̇ ≤ −βξs2 +
1

4
ςρ̄2 (27)

因为 ς 有界, ςρ̄2/4 有界, 当 t > T 时, 存在 δ1, 使得 ςρ̄2/4 ≤
δ1, 当 |s| ≥

√
δ1/βξ 时, V̇ (t) < 0. 因此, s 收敛于一个邻域

内 Ω : |s| ≤
√

δ1/βξ. 对上式两边积分, 得:

V (t) ≤ V (0)− βξ

∫ t

0

s2dτ +
1

4
ρ̄2

∫ t

0

ς(τ)dτ (28)

因为
∫∞
0

ς(t)dτ = δ, V (0) 有界, 所以 V (t) 有界, s, ρ̂,

ξ̂ 有界, θ̂ 积分有界, 进一步地, 在饱和学习律 (14) 或

(15) 的限幅作用下, θ̂ 有界, 由误差导数方程 (21) 得出
d
dt

(s2(t)) 有界, 因此, V̇ 一致连续, 因此, limt→∞ V̇ = 0,

即 limt→∞(−s2 + 1
4
ςρ̄2) = 0, 因为 limt→∞ ς = 0, 所以

limt→∞ s = 0; 由定义 2 知 limt→∞ |es(t)| = ε; 定义 ζ(t) =

[e1(t), e2(t), · · · , en−1(t)]
T,由滤波误差 es(t) = [ΛT 1]e(t),

得到状态空间模型:

ζ̇ = Aλζ + bλes (29)

其中, Aλ =




0 1 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

−λ1 −λ2 · · · −λn−1




, bλ =




0

0
...

1




, 因为

H(p) = pn−1 + λn−1p
n−2 + · · ·+ λ1 是 Hurwitz 多项式, 在

时间域上, 式 (29) 的解可以写成:

ζ(t) =

∫ t

0

Φ(t− τ)bλesdτ (30)

其中, Φ(t) 是状态转移矩阵, 存在正常数 c 和 λ 使得状态

转移矩阵 Φ(t) 满足 ||Φ(t)|| ≤ ce−λt, c 和 λ 的大小由参数

−λ1, −λ2, · · · , −λn−1 决定, 所以选定参数后, c 和 λ 是可

求的定值正常数. 对式 (30) 两边求范数, 并取极限, 得:

lim
t→∞

||ζ(t)|| ≤ lim
t→∞

∫ t

0

ce−λ(t−τ)εdτ =
c

λ
ε (31)

由此, 得到输出误差的界:

lim
t→∞

|y(t)− yd(t)| ≤ lim
t→∞

||ζ(t)|| ≤ c

λ
ε (32)

¤

4 仿真研究

为说明上述算法的有效性, 采用文献 [11] 的系统模型:

ẋ1 = x2

ẋ2 = η(t) + D(υ(t))

y = x1 (33)

其 中, η(t) = (1 + sin x2)x
2
1, 满 足 假 设 1; 初 态

为 [x1(0), x2(0)] = [0.2 π2/3]T, 理想输出为 yd =

(π
6
) sin(2πt), T = 1; 死区的参数 mr = ml = 2.2; br = 0.1,

bl = −0.2.

针对以上模型, 采用控制器 (11)、参数自适应律 (12)

和 (13) 以及学习律 (14) 或 (15). 控制器参数值设定

如下: β = 2, γ1 = 0.5, γ2 = 5, γ3 = 5; 各参数估计

初值设为 0; 为满足假设 2, 取已知函数 α(t,XXX, Yd) =√
4x2

1 + x4
1 cos2 x2 + 4y2

d + y4
d cos2 ẏd; 取 ε = 0.01. 图 1 表

示经过 3 s 左右, 系统输出和理想轨迹重合.

图 1 系统输出和理想轨迹

Fig. 1 System output and the ideal trajectory

5 结束语

本文解决一类非线性系统的重复控制问题. 所针对的非

线性系统不仅包含输入死区特性, 还含有非参数化不确定性.

所设计的鲁棒重复控制器放宽了对非参数化不确定项的假设

条件; 死区部分采用鲁棒自适应方法进行补偿, 最终实现了

系统输出有界跟踪目标轨迹.
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