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未确知支持向量机

杨志民 1 邵元海 1 梁 静 2

摘 要 提出一种处理样本中含有未确知信息 (一种不确定性信息) 的支持向量机 — 未确知支持向量机 (Unascertained

support vector machine, USVM) 算法. 首先, 以未确知数学为基础, 将含有未确知信息的分类问题转化为求解未确知机会约

束规划问题. 然后, 将其转化为与其等价的二次规划. 据此给出未确知支持向量机. 理论分析和试验结果均表明, 该算法是有

效、可行的.
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Abstract In this paper, we propose an unascertained support vector machine (USVM) for classification problem with

unascertained information (a kind of uncertain information). First, based on unascertained mathematics, classification

problems containing unascertained information are converted to solving unascertained chance constrained programming

problems. Then, the unascertained chance constrained programming is converted to its equivalent quadratic programming.

Based on these theories, the algorithm of a unascertained support vector machine is given. Theoretical analysis and

experiments show that the proposed USVM is effective and feasible.
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研究信息, 特别是研究不确定性信息的表达和
处理是当今信息时代的一个重要问题. 未确知信息
是不同于随机信息、模糊信息和粗糙信息的一种不

确定性信息, 它的不确定性不在于事物本身, 而是由
于决策者不能完全把握事物的真实状态和数量关系,
造成的纯主观认识上的不确定性. 在决策中就不能
把其看成是确定的, 而必须当作不确定事物对待. 上
世纪 90 年代中国工程院院士、哈尔滨工业大学王
光远教授、河北工程大学刘开第教授等学者创立了

“未确知数学”[1−3], 用以表达和处理未确知信息. 20
多年来在广大学者的不懈努力下, “未确知数学” 从
理论知识到实际应用都得到了长足的发展. 尤其是
“未确知数学” 在众多领域 (如: 数字滤波、企业投产
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可行性分析、整体优化、水质分析、煤矿立井施工

等) 的应用[4−6], 更显示出其处理未确知信息的优越
性.
支持向量机是 Vapnik 等提出的一类新型机器

学习方法[7−9], 由于其出色的学习性能, 该技术已成
为机器学习界的研究热点, 并在很多领域得到了成
功的应用. 但是支持向量机在处理某些问题时还存
在许多局限,比如:客观世界存在大量的未确知信息,
如果支持向量机的样本中含有未确知信息[1−3, 5−6],
那么标准支持向量机将无能为力. 而且目前许多学
者研究的模糊支持向量机[10−18] 是以模糊数学为基

础处理样本中含有模糊信息的分类问题, 对于含有
未确知信息分类问题无法很好地解决. 基于以上因
素我们在标准支持向量分类机基础上, 以未确知数
学和未确知规划为工具[1−2, 4−5, 19−22], 根据未确知
信息的特点, 建立未确知支持向量机.
未确知支持向量机与模糊支持向量机的相同点

为它们都是处理样本中含有不确定性信息的分类问

题. 而它们的区别在于样本中含有的不确定性信息
不同 (一个为未确知信息, 另一个为模糊信息), 建立
算法所用的工具不同 (一个为未确知规划, 另一个为
模糊规划),从而得到的算法不同 (一个为处理样本中
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含有未确知信息的分类算法, 另一个为处理样本中
含有模糊信息的分类算法). 对于样本中含有未确知
信息的分类问题, 用未确知支持向量机 (算法) 能较
好地进行处理. 而若用模糊支持向量机 (算法) 进行
处理, 由于理论算法上的差异, 就容易出现较大的误
差, 在数值实验中我们将进一步用数据进行说明.

在文献 [20] 中, 我们提出未确知机会约束规划
和构建未确知支持向量机的基本思路, 尚未形成算
法. 在此基础上本文构建了未确知支持向量机完整
算法, 进行了严格证明, 并且用数据实验显示了算法
的有效性.

1 预备知识

对于未确知信息, 我们可用 “未确知数”[1−2, 4−5]

和 “未确知规划”[19−22] 进行表示或描述. 下面对未
确知数和未确知规划做一简介, 为建立未确知支持
向量机做准备.

定义 1. 对任意闭区间 [a, b], a = y1 < y2 < · · ·
< yn = b, 若函数 f(y) 满足

f(y) =

{
αi, y = yi, i = 1, · · · , n

0, y 6= yi, y ∈ [a, b]
(1)

且
∑n

i=1 αi = α, 0 < αi ≤ 1 (i = 1, · · · , n), 则称
[a, b] 和 f(y) 构成一个 n 阶未确知数, 记作 [[a, b],
f(y)]. 称 α、[a, b] 和 f(y) 分别为该未确知数的总
可信度、取值区间和可信度分布密度函数. {yi} 称
为该未确知数的可能值序列, {αi} 称为该未确知数
的可信度序列 (i = 1, · · · , n).

定义 2. 设未确知数 A = [[a, b], f(y)], 其中
f(y) 满足式 (1) 且 0 <

∑n

i=1 αi = α ≤ 1, 0 < αi ≤
1 (i = 1, · · · , n). 若函数 F (y) 满足

F (y) =





0, y < a
...

...
k∑

i=1

αi, yk ≤ y < yk+1, k=1, · · · , n−1

...
...

α, y ≥ b

(2)
则称闭区间 [a, b] 与函数 F (y) 构成分布函数型未确
知数, 记作 [[a, b], F (y)]. 称 α、[a, b] 和 F (y) 分别
为该分布函数型未确知数的总可信度、分布区间和

可信度分布函数.
定义 3. 设二未确知数 A = [[x1, xn], f(x)], B

= [[y1, ym], g(y)], 其中

f(x) =

{
αi, x = xi, i = 1, · · · , n

0, x 6= xi, x ∈ [x1, xn]
(3)

n∑
i=1

αi = α, 0 < α ≤ 1, i = 1, · · · , n (4)

g(y) =

{
βj, y = yj, j = 1, · · · ,m

0, y 6= yj, y ∈ [y1, ym]
(5)

m∑
j=1

βj = β, 0 < β ≤ 1, j = 1, · · · ,m (6)

则称不等式 A ≤ B, A < B (或 B ≤ A, B < A) 为
未确知事件.
定义 4. 称如下形式的规划:

max f̄

s.t. Cr
{
f(xxx,A) ≥ f̄

} ≥ β

Cr {gj(xxx,Bj) ≤ 0, j = 1, · · · , p} ≥ α

(7)

为未确知机会约束规划. 其中 xxx 为决策向量, A, Bj

(j = 1, · · · , p) 为未确知参数向量; f(xxx,A) 为决策
向量 xxx 的函数, 且为未确知参数向量的有理函数, 称
为目标函数; gj(xxx,Bj) (j = 1, · · · , p) 为决策向量 xxx

的函数, 且为未确知参数向量 Bj (j = 1, · · · , p) 的
有理函数, 称为约束函数; α, β (α, β ∈ (0, 1]) 为事
先给定的对约束条件和目标函数的置信水平; Cr{·}
为未确知事件 {·} 的可信度 (Credible degree).

2 未确知支持向量机

在以上预备知识基础上, 我们研究未确知支持
向量机. 若支持向量机的训练点的输出中含有未确
知信息, 则可以将未确知信息转化为未确知数:

A = [[y1, yn], f(y)] (8)

其中

f(y) =

{
αj, y = yj, j = 1, · · · , n

0, y 6= yj, y ∈ [y1, yn]
(9)

因此支持向量机的训练集为

S = {(xxx1, A1), (xxx2, A2), · · · , (xxxl, Al)} (10)

其中, xxxi ∈ Rn, Ai 为未确知数. (xxxi, Ai) (i = 1, · · · ,
l) 称为未确知训练点, S 称为未确知训练集.
对于线性未确知训练集, 我们可将未确知分类

问题 (训练点中含有未确知信息的分类问题) 转化为
求解如下的未确知机会约束规划问题:

min
www,b

1
2
‖www‖2

s.t. Cr{Ai((www · xxxi) + b) ≥ 1} ≥ λ, i = 1, · · · , l

(11)
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其中, (www, b)T 为决策变量, Ai (i = 1, · · · , l) 为未确
知训练集 (10) 中的未确知数, Cr{·} 为未确知事件
{·} 的可信度, λ (0 < λ ≤ 1) 为置信水平.
下面求解未确知机会约束规划 (11), 即求出式

(11) 的确知等价规划.
定理 1. 在置信水平 λ (0 < λ ≤ 1) 下, 未确知

机会约束规划式 (11) 的确知等价规划为

min
www,b

1
2
‖www‖2

s.t. Ei((www · xxxi) + b) ≥ 1, i = 1, · · · , l (12)

其中

Ei = max{yik|F (yi(k−1)) ∼= α− λ,

k = 2, · · · , n} > 0 (13)

或

Ei = min{yik|F (yik) ∼= λ, k = 1, · · · , n} < 0 (14)

F (yi(k−1)) 为未确知数 (分布函数型) Ai 的分布函

数在 yi(k−1) 处的值, F (yik) 为未确知数 (分布函数
型) Ai 的分布函数在 yik 处的值.
证明. 对于式 (11) 中的未确知约束条件:

Cr{Ai((www · xxxi) + b) ≥ 1} ≥ λ, i = 1, · · · , l (15)

其中, www = (w1, · · · , wn) ∈ Rn, b ∈ R, xxxi = (xi1,
· · · , xin) ∈ Rn, Ai = [[yi1 , yin

], fi(y)],

fi(y) =

{
αij, y = yij, j = 1, · · · , n

0, 其他

0 <

n∑
j=1

αij ≤ 1, 0 < αij ≤ 1, j = 1, · · · , n

令www′ = (b, w1, · · · , wn), xxx
′
i = (1, xi1, · · · , xin),

则

(www · xxxi)+ b = w1xi1 + · · ·+ wnxin + b =

(b, w1, · · · , wn)(1, xi1, · · · , xin)T =

(www′ · xxx′i) (16)

故可将式 (15) 表示为

Cr{Ai(www′ · xxx′i) ≥ 1} ≥ λ, i = 1, · · · , l (17)

即

Cr{1−Ai(www′ · xxx′i) ≤ 0} ≥ λ, i = 1, · · · , l (18)

这里, (www′ · xxx′i) 6= 0 (若 (www′ · xxx′i) = 0, 则样本点在分
类超平面上, 此时对于整个分类问题不起作用, 所以

可以只考虑不在分离超平面上的样本点的情况, 即
(www′ · xxx′i) 6= 0). 因此可得到:

Cr
{

(www′ · xxx′i)
[

1
(www′ · xxx′i)

−Ai

]
≤ 0

}
≥ λ,

i = 1, · · · , l (19)

由未确知事件可信度的定义[5, 20], 式 (19) 可写为
{

Cr{ 1
(www′·xxx′i)

−Ai ≤ 0} ≥ λ, www′ · xxx′i > 0

Cr{Ai − 1
(www′·xxx′i)

≤ 0} ≥ λ, www′ · xxx′i < 0
(20)

根据文献 [20] 得, 当 (www′ · xxx′i) > 0 时, Cr{ 1
(www′·xxx′i)

−
Ai ≤ 0} ≥ λ 等价于

1
(www′ · xxx′i)

≤ Pi (21)

其中, Pi = max{yik|F (yi(k−1)) ∼= α−λ, k = 2, · · · ,
n}. 当 (www′ · xxx′i) < 0 时, Cr{Ai − 1

(www′·xxx′i)
≤ 0} ≥ λ

等价于
1

(www′ · xxx′i)
≥ Hi (22)

其中, Hi = min{yik|F (yik) ∼= λ, k = 1, · · · , n}. 根
据不等式性质, 将式 (21) 和式 (22) 合并为

(www′ · xxx′i)Ei ≥ 1 (23)

其中, Ei = Pi = max{yik|F (yi(k−1)) ∼= α − λ, k =
2, · · · , n} > 0 或 Ei = Hi = min{yik|F (yik) ∼= λ,
k = 1, · · · , n} < 0. 将式 (16) 代入式 (23), 得:

Ei((www′ · xxx′i) + b) ≥ 1 (24)

即在置信水平 λ (0 < λ ≤ 1) 下, 未确知机会约束规
划式 (11) 的确知等价规划为式 (12). ¤
定理 2. 二次规划式 (12) 的对偶规划为

min
ααα

1
2

l∑
i=1

l∑
j=1

EiEjαiαj(xxxi · xxxj)−
l∑

j=1

αj

s.t.
l∑

i=1

Eiαi = 0

αi ≥ 0, i = 1, · · · , l

(25)

证明. 略. ¤
规划 (25) 为一个凸二次规划, 解得其最优解为

ααα∗ = (α∗1, · · · , α∗l )
T, 则令www∗ =

∑l

i=1 Eiα
∗
ixxx
′
i, b∗ =

1
Ei
− ∑l

i=1
1

Ei
α∗i (xxxi · xxxj)′, 其中 j 对应的 α∗j 非零.

得最优化分类函数:

f(x) = sgn((www∗ · xxx) + b∗) =
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sgn

(
l∑

i=1

Eiα
∗
i (xxx · xxxi) + b∗

)
(26)

引入惩罚因子和核函数后, 通过以上讨论, 我们得出
算法如下:

算法 1.未确知支持向量机
1) 给定未确知训练集 (10), 选择适当的置信水

平 λ (0 < λ ≤ 1), 根据 Ei = max{yik|F (yi(k−1)) ∼=
α − λ, k = 2, · · · , n} 或 Ei = min{yik|F (yik) ∼= λ,
k = 1, · · · , n}, 求出 Ei, 其中, F (yi(k−1)) 为未确知
数 (分布函数型) Ai 的分布函数在 yi(k−1) 处的值.
F (yik) 为未确知数 (分布函数型) Ai 的分布函数在

yik 处的值.
2) 选取适当的核函数 K(xxx,xxx∗) 和适当的惩罚

参数 C > 0, 构造最优化问题:

min
ααα

1
2

l∑
i=1

l∑
j=1

EiEjαiαjK(xxxi,xxxj)−
l∑

j=1

αj

s.t.
l∑

i=1

Eiαi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, · · · , l

(27)

并求出最优解 ααα∗ = (α∗1, · · · , α∗l )
T.

3)选择ααα∗ 的一个正分量 α∗j , 据此计算 b∗ = 1
Ej

− ∑l

i=1
1

Ei
α∗i K(xxxi,xxxj).

4) 构造最优分类器函数

f(x) = sgn

(
l∑

i=1

Eiα
∗
i K(xxx,xxxi) + b∗

)
(28)

注 1. 未确知支持向量机中置信水平 λ (0 < λ

≤ 1) 的确定可看作参数选择问题, 可以采用参数选
择方法, 如: LOO (Leave-one-out) 误差、LOO 误
差界等[7−9].
注 2.规划 (27) 的最优解 (α∗1, · · · , α∗l )

T 中只有

一部分 (通常是少部分) α∗i 不为零, 而它们所对应的
未确知训练点的输入 xxxi 称为未确知支持向量. 所以
最优分类函数可表示为

f(x) = sgn

(∑
USV

Eiα
∗
i K(xxx,xxxi) + b∗

)
(29)

其中, USV 为未确知支持向量组成的集合.
注 3.若未确知训练集中所有未确知训练点输出

全为实数 1 或 −1, 则未确知训练集退化为标准训练
集. 此时未确知支持向量机变为标准两类分类问题
的支持向量机. 否则, 训练集中含有未确知信息, 未
确知支持向量机可理解为半监督学习方法.
注 4.选择不同的核函数, 可以生成不同的未确

知支持向量机, 常用的有以下几种:

1) 线性未确知支持向量机: K(xxx,xxx′) = xxx · xxx′;
2) 多项式未确知支持向量机: K(xxx,xxx′) =

[(xxx · xxx′) + c]d, c ≥ 0;
3) 径向基函数未确知支持向量机: K(xxx,xxx′) =

exp(− ‖ xxx− xxx′ ‖2 /2σ2);
4) 二层神经网络未确知支持向量机: K(xxx,xxx′)

= tanh[k(xxx · xxx′)− c], k > 0.

3 实验结果

3.1 UCI数据

首先, 用 6 个 UCI (具体见 http://www.ics.uc.
iedu/mlearn/MLR epository.html) 公共数据集上
的实验验证本文提出的算法的有效性. 针对 UCI 中
两类分类问题的数据集, 我们将其分为训练集和预
测集两部分 (比例为 4 : 1). 对训练集, 随机去掉一部
分 (50%) 样本的标签, 并根据 k 近邻 (这里取 10 近
邻) 给出标签的未确知信息, 具体做法为: 选取无标
签样本周围的 10 近邻, 其中正类样本、负类样本和
无标签样本个数除以 10 即为该样本的正、负和未确
知信息, 进而给出未确知数, 并以此作为未确知支持
向量机的训练集; 同时, 将对比半监督支持向量机算
法[23−24] 和模糊支持向量机[10] 在该训练集和预测集

上的实验结果. 本文中惩罚参数 C 及核参数 σ (径
向基核函数) 的选取范围为 [10−5, 106], λ ∈ (0, 1].
在本文所有实验中, 我们使用 10 折交叉验证选择最
优参数, 取得最优参数后对训练集训练并对预测集
进行预测.
表 1 分别给出了半监督支持向量机、模糊支持

向量机和未确知支持向量机采用线性和径向基核函

数的准确率. 从表 1 中可以得出, 在采用以上线性函
数的情况下, 未确知支持向量机的准确率均明显高
于模糊支持向量机和半监督支持向量机, 从而说明
与半监督支持向量机和模糊支持向量机相比, 未确
知支持向量机更有效地利用了分类问题中的不确定

性信息, 从而具有更好的分类性能. 非线性的结果与
线性相似, 从而更进一步说明了未确知支持向量机
的有效性.

3.2 应用实例

下面以人体亚健康诊断中是否处于中度以上亚

健康状态的应用实例[25−26] 来进一步验证未确知支

持向量机 (算法) 的有效性.
这里选用健康人和处于中度以上亚健康状态的

人作为研究对象, 以被试者脉搏信号和亚健康自测
表测得脉象样本的原始分类作为实验数据[26]. 以无
躯体疾病和无精神障碍的人为测试对象, 使用集成
化数字脉搏传感器, 检测被测试者左关部位的脉搏
信号, 并用数字低通滤波器滤除高频干扰, 然后选取
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表 1 UCI 数据集分类器准确率对比试验结果表 (%)

Table 1 Comparison of testing percentage accuracy of classifiers on UCI data set (%)

数据集 半监督支持向量机 模糊支持向量机 未确知支持向量机

线性 非线性 线性 非线性 线性 非线性

Sonar 73.81 83.33 79.50 84.47 80.95 90.48

(208× 60)

WPBC 77.50 80.00 82.80 83.05 82.50 85.00

(198× 34)

Hepatitis 67.74 70.97 72.05 77.25 80.65 80.65

(155× 19)

Australian 72.46 76.09 70.25 73.69 79.71 80.44

(690× 14)

Pima-Indian 70.13 70.78 67.48 78.26 74.68 77.92

(768× 8)

Votes 91.95 93.10 94.21 95.25 93.10 95.40

(435× 16)

一个完整的脉搏波, 采用Welch 法[26] 进行功率谱

估计, 最后使用多导睡眠图监测 (Polysomnogram,
PSG)提取 0Hz∼ 30Hz频段进行分析,选取功率谱
重心、重心频率功率、谱峰值和峰值频率作为特征

量. 以测试对象在亚健康自测表上测得的结果为类
别标签. 但是由于亚健康自测表含有大量决策者的
主观因素, 含有一些未确知信息. 对于这些未确知信
息, 如果把它们笼统地视为确知信息处理的话, 可能
会造成很大的误差, 甚至错误. 因此对上述数据, 我
们用未确知支持向量机对其进行分类.

实验中, 我们选取 60 个样本, 健康组 30 例, 亚
健康组 30 例, 并将这 60 个样本分为两组, 一组作为
训练, 包括 18 个健康样本点和 17 个亚健康样本点,
其中这 35 个训练样本点的类别标签为未确知数. 其
中表 2 给出了 10 个含有未确信息的样本点, 对于含
有未确知信息的类标签, 用未确知数来表示. 进一
步, 根据医学专家提供的未确知信息, 由定义 1 构造
10 个未确知数的可信度分布密度函数, 见表 2 和表
3. 其中一组作为测试, 包括 12 个亚健康样本点和
13 个健康样本点.
因此, 由表 2 和表 3, 可将含有未确知信息的

训练集表示为如下形式: S = {(xxx1, 1), (xxx2, 1), · · · ,
(xxx25,−1), (xxx26, A1), (xxx27, A2), · · · , (xxx35, A10)}.
对以上的数据集, 首先, 对数据集进行归一化.

然后, 代入算法搜索并得到最优的惩罚参数 C =
100, λ = 0.7 和 σ = 2.85. 并可求得对应于最优参
数下的未确知支持向量如下:

xxx9 = (61 135, 1.2048, 53.481, 0.75)

xxx12 = (8 582.9, 1.5852, 44.021, 1)

xxx15 = (37 190, 1.1363, 52.595, 0.625)

xxx19 = (30 509, 1.2106, 50.482, 0.75)

xxx25 = (22 904, 1.2604, 47.408, 0.875)

表 2 含有未确知信息的亚健康诊断数据

Table 2 The subhealth diagnostic data set with

unascertained information

类型 功率谱 重心 功率谱 峰值

重心值 频率 峰值 频率

A1 80 585 1.2555 45.561 0.75

A2 81 433 1.331 52.32 0.875

A3 32 439 1.1092 51.583 0.75

A4 128 660 1.2245 53.626 0.875

A5 32 439 1.1092 51.583 0.75

A6 62 253 1.3693 50.822 0.875

A7 26 358 1.1702 46.461 0.75

A8 8 209.9 1.1402 42.708 0.75

A9 128 660 1.2245 53.626 0.875

A10 32 439 1.0092 51.583 0.75

注: Ai 表示未确知信息.

为了显示未确知支持向量机 (算法) 处理未确知
分类问题的优越性, 将半监督支持向量机和模糊支
持向量机用同样的数据进行训练和测试, 对比结果
如表 4 所示. 表 4 中, 三种 SVM 模型使用的参数

均为各自的最优参数. 由表 4 可以看出, 采用半监
督支持向量机和模糊支持向量机进行训练的时间分

别为 356 s 和 42.55 s, 测试的准确率分别为 88.00%
和 90.00%; 采用未确知支持向量机进行训练的时间
为 35.71 s, 测试的准确率为 96.00%. 半监督支持向
量机和模糊支持向量机不仅在测试准确率上逊色于

未确知支持向量机, 同时训练的时间也大于未确知
支持向量机的训练时间. 这是因为样本信息中含有
未确知信息, 半监督支持向量机会去掉含有未确知
信息的类别标签, 把它当作无标签数据, 然后预测这
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些无标签数据的类别标签, 这样往往会产生误差, 使
得训练精度大打折扣. 同时这样做的复杂度和训练
时间也会大于未确知支持向量机.

表 3 含有未确知信息对应的未确知数

Table 3 The value corresponding to

the unascertained information

f1(y) =





0.2, y = −1

0.7, y = 1

0, 其他

f2(y) =





0.4, y = −1

0.6, y = 1

0, 其他

f3(y) =





0.7, y = −1

0.3, y = 1

0, 其他

f4(y) =





0.2, y = −1

0.8, y = 1

0, 其他

f5(y) =





0.9, y = −1

0.1, y = 1

0, 其他

f6(y) =





0.2, y = −1

0.7, y = 1

0, 其他

f7(y) =





0.8, y = −1

0.2, y = 1

0, 其他

f8(y) =





0.7, y = −1

0.3, y = 1

0, 其他

f9(y) =





0.1, y = −1

0.9, y = 1

0, 其他

f10(y) =





0.6, y = −1

0.3, y = 1

0, 其他

表 4 实验结果

Table 4 Experimental results

分类器 参数 准确率 训练

(%) 时间 (s)

未确知 SVM σ = 2.85, λ = 0.7 96.00 35.71

C = 100

半监督 SVM σ = 8, C = 50 88.00 356

模糊 SVM σ = 1, C = 0.1 90.00 42.55

通过以上实验可以看出, 在解决样本信息中含
有未确知信息的学习问题时, 未确知支持向量机无
论是从学习的质量还是学习的速度来说, 都要比模
糊支持向量机和半监督支持向量机优越. 特别是未
确知支持向量机在置信水平 λ 的控制和调节下, 更
能提高分类器性能.

4 结论

针对未确知分类问题, 本文在标准支持向量机
(算法) 基础上, 以未确知数学和未确知规划为工具,
根据未确知信息的特点, 建立了未确知支持向量机
(算法). 并且研究了未确知支持向量机 (算法) 在公

共数据集上的有效性以及在人体亚健康诊断中的应

用, 对比实验表明本文提出的算法效果良好.
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