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动态输出反馈鲁棒模型预测控制离线算法

平续斌 1 丁宝苍 1

摘 要 研究具有多包不确定性和有界噪声系统的动态输出反馈鲁棒模型预测控制 (Robust model predictive control,

RMPC) 的离线方法. 先前的在线方法中, 在估计状态和估计误差集合已知的情况下, 在每一采样时刻通过近似最优算法求解

控制器参数. 本文采用先前的方法计算离线控制器参数和吸引域. 首先, 选定一系列估计状态, 其中, 每个估计状态对应同样一

组嵌套的估计误差集合. 然后, 针对每一估计状态和每一估计误差集合的组合, 离线计算唯一的控制器参数和对应的吸引域.

这些控制器参数和对应的吸引域存储在表中. 如果离线确定的吸引域包含实时的扩展状态, 则该离线控制器参数是实时可行

的. 在线时, 根据实时估计状态和选取实时估计误差集合, 在表中搜索包含实时扩展状态且优化性能指标最小的吸引域所对应

的控制器参数. 通过连续搅拌釜式反应器控制系统验证了该方法的有效性.
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An Off-line Approach to Dynamic Output Feedback Robust

Model Predictive Control

PING Xu-Bin1 DING Bao-Cang1

Abstract This paper presents an off-line approach to dynamic output feedback robust model predictive control (RMPC)

for a system with both polytopic uncertainty and bounded disturbance. In the previous on-line approach, with the pre-

specified estimated state and estimation error set, at each sampling time, a near-optimal optimization algorithm is used to

calculate the control parameters. In this paper, the previous approach is invoked to calculate the off-line control parameters

and the regions of attraction. First, a sequence of estimated states, each corresponding to the same set of nested estimation

error sets, are selected. Then, a unique set of control parameters and the corresponding region of attraction are calculated

for each combination of the estimated state and the estimation error set. These control parameters and the corresponding

regions of attraction are stored in a table. If an off-line specified region of attraction contains the real-time augmented

state, then the corresponding off-line control parameters are real-time feasible. Based on the real-time estimated state and

the selected real-time estimation error set, the real-time control parameters are searched in this table, which correspond

to the region of attraction containing the real-time augmented state and having the minimal performance index. A

continuously stirred tank reactor control system is utilized to illustrate the effectiveness of the approach.
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鲁棒模型预测控制 (Robust model predictive
control, RMPC) 因在线优化时计算量大而限制了
其在实际系统中的应用, 而通过将在线优化转移到
离线优化可降低在线的计算量. 对状态可测的情况,
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文献 [1] 提出了离线状态反馈 RMPC, 通过将文献
[2] 的优化问题离线求解, 建立一系列嵌套的渐近稳
定不变集, 每一渐近稳定不变集对应不同的控制器
参数. 在线时, 搜索最紧凑地包含当前量测状态的渐
近稳定不变集, 通过对离线控制器参数进行线性插
值求取在线控制器参数. 对状态不可测情形, 对应的
离线方法已经提出[3−6], 其中, 文献 [3−4] 未考虑噪
声, 文献 [5−6] 考虑了有界噪声.
对输出反馈鲁棒模型预测控制 (Output feed-

back RMPC, OFRMPC), 关键问题是如何在鲁棒
稳定性、约束处理中考虑状态估计误差的影响. 文献
[3] 中, 估计器和控制器分离设计, 其中, 估计器基于
标称系统模型设计. 但在处理输入/输出约束时, 未
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考虑估计误差的影响. 此不足已经在文献 [4] 中得到
弥补, 方法是让估计误差、估计状态和真实状态都位
于同样的椭圆内部. 文献 [6] 则在优化问题中加入估
计误差约束, 使得下个采样时刻估计误差还在同样
的界内. 文献 [5] 研究了动态输出反馈鲁棒模型预测
控制 (Dynamic OFRMPC, DOFRMPC) 的离线方
法, 其控制器状态类似于状态估计器的估值. 由于在
优化问题中考虑了估计误差不变性约束, 使得文献
[4−6] 的方法在有些情况下难以满足实际过程对可
行性和最优性的要求.

文献 [5−6] 离线优化中估计误差是固定的, 因
此, 在线搜索控制器参数时, 所设计的控制器参数保
证了在线实施时, 估计误差约束总是满足的, 因此未
涉及到估计误差更新. 去掉估计误差约束可以改进
可行性、增强最优性, 但必须在线更新估计误差. 文
献 [7] 提出了 DOFRMPC 的在线方法. 假定当前时
刻的模型参数精确已知, 但将来时刻未知且为多包
不确定性. 在线主优化中未考虑估计误差约束, 而是
让估计误差在独立的在线辅助优化中进行更新. 采
用二次有界方法[8−9] 刻画了系统的鲁棒稳定性. 文
献 [10] 改进了文献 [7] 的在线辅助优化方法, 降低了
在线计算量, 且提高了控制性能.
本文研究了 DOFRMPC 的离线方法, 系统中

考虑了模型不确定性和有界噪声. 在离线优化阶段,
采用文献 [11] 的近似最优方法计算控制器参数和对
应的吸引域. 因此, 本文的主要创新在于根据文献
[11] 中的方法, 构建 DOFRMPC 的离线方法. 离线
阶段, 选定一系列的估计状态和估计误差集合, 并针
对每一估计状态和每一估计误差集合的组合, 计算
唯一的控制器参数和对应的吸引域. 在线时, 确定实
时的估计状态和选取实时估计误差集合, 并搜索包
含实时扩展状态且优化性能指标最小的吸引域所对

应的控制器参数.
离线预测控制中, 离线吸引域原有两种方法. 一

种是每个控制器参数对应一个吸引域[1, 3−6], 这些吸
引域互有重合, 往往是嵌套的; 另一种是每个控制器
参数对应一个区域, 所有区域只有边缘互有重合, 所
有区域的并集为整个吸引域[12−13]. 离线预测控制方
法已经得到了大量的研究, 但大多数只针对状态可
测的系统. 针对离线 OFRMPC 的综合方法中吸引
域的分类, 本文方法属于第二种. 本文除采用的优化
问题与文献 [4−6] 不同外, 还有其他明显的区别, 即
这三篇文献只离线选择估计状态, 而本文不仅离线
选择估计状态, 而且离线定义估计误差集合. 这样,
本文在线搜索控制器参数时有更多的自由度, 因此,
能够改进控制性能.
对任意向量 xxx 和正定矩阵W , ‖xxx‖2

W = xxxTWxxx;
xxx(i|k) 表示在当前时刻 k 对未来 k + i 时刻的 xxx

的预测值; I 为具有适当维数的单位矩阵; εM =
{ξξξ : ξξξTMξξξ ≤ 1} 表示关于正定对称矩阵 M 的椭

圆; Co{·} 表示以 {·} 中的所有元素为顶点组成的凸
集合; 某元素包含于 Co{·} 表示该元素可由 {·} 中
的所有元素以凸组合表示, 其中组合系数非负, 且加
和为 1; 矩阵中 ? 表示对称矩阵中其对称项的转置;
优化的最优解用上角标 ∗ 表示; 为了简便, 对时间依
赖的决策变量, 时间项常省略.

1 问题描述

考虑如下不确定线性时变离散时间系统:

xxx(k + 1) =A(k)xxx(k) + B(k)uuuuuuuuu(k) + D(k)www(k)

yyy(k) = C(k)xxx(k) + E(k)www(k) (1)

其中, uuu ∈ Rnu、xxx ∈ Rnx、yyy ∈ Rny 和 www ∈ Rnw 分

别表示输入、状态、输出和噪声. 系统噪声是持续
的, 且满足www(k) ∈ εPw

. 输入和输出约束为

−ūuu ≤ uuu(k) ≤ ūuu, −ψ̄ψψ ≤ Ψyyy(k + 1) ≤ ψ̄ψψ (2)

其 中, ūj > 0, j ∈ {1, · · · , nu}; ψ̄j >

0, j ∈ {1, · · · , q}; Ψ ∈ Rq×ny . 此 外,
假定 [A(k)|B(k)|C(k)|D(k)|E(k)] ∈ Ω, Ω =
Co{[Al|Bl|Cl|Dl|El]|l ∈ {1, · · · , L}}.
对于上述系统 (1) 和 (2), 动态输出反馈控制

器[11] 为

xxxc(i + 1|k) = Ac(k)xxxc(i|k) + Lc(k)yyy(i|k)

uuu(i|k) = Fx(k)xxxc(i|k) + Fy(k)yyy(i|k) (3)

其中, xxxc ∈ Rnx 为估计状态 (或称为控制器状态).
{Ac(k), Lc(k)} 为控制器增益矩阵; {Fx(k), Fy(k)}
为反馈增益矩阵. 根据式 (3) 和 (1), 获得如下扩展
的闭环系统:

x̃xx(i + 1|k) = Φ(i, k)x̃xx(i|k) + Γ(i, k)www(k + i),

∀i ≥ 0, x̃xx(0|k) = x̃xx(k) (4)

其中

x̃xx = [xxxT(k), xxxxxxxxxc
T(k)]T

Φ(i, k) =

[
∆1 B(k + i)Fx(k)

Lc(k)C(k + i) Ac(k)

]

∆1 = A(k + i) + B(k + i)Fy(k)C(k + i)

Γ(i, k) =

[
B(k + i)Fy(k)E(k + i) + D(k + i)

Lc(k)E(k + i)

]

在每个时刻更新 {Ac, Lc, Fx, Fy}(k)时,可采用
文献 [11] 的在线方法. 本文为降低计算量, 根据文
献 [11] 中方法离线计算控制器参数和吸引域. 但为
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了提出有效的离线方法, 对文献 [11] 的在线方法进
行了一些改进, 以适应离线算法的需求.

2 输出反馈鲁棒预测控制在线方法以及改进

2.1 主优化问题和约束处理

根据文献 [11]中的DOFRMPC在线综合方法,
在每一时刻 k, 考虑如下优化问题:

min
γ,Q,Ac,Lc,Fx,Fy

max
[A|B|C|D|E](k+i)∈Ω,w(k+i)∈εPw

γ (5)

s.t. ‖x̃xx(i|k)‖2
Q−1 ≥ 1 ⇒ ‖x̃xxxxxxxx(i|k)‖2

Q−1−
‖x̃xx(i + 1|k)‖2

Q−1 ≥ 1
γ
‖yyy(i|k)‖2

Q+

1
γ
‖uuu(i|k)‖2

R, ∀i ≥ 0 (6)

− ūuu ≤ uuu(i|k) ≤ ūuu, −ψ̄ψψ ≤ Ψyyy(i + 1|k) ≤ ψ̄ψψ,

∀i ≥ 0 (7)

x̃xx(k) ∈ εQ−1 (8)

|eee(i + 1|k)| ≤ Θ̄ēee, ∀i ≥ 0 (9)

其中, eee(k) = xxx(k) −xxxcxxxcxxxc(k); Q,R 为对称正定加权

矩阵; Θ̄ = diag{σ̄1, · · · , σ̄nx
} 为预先定义的对角矩

阵, 其中, σ̄p > 0; ēee = [ē1, ē2, · · · , ēnx
]T, ēp > 0 预

先设定, p ∈ {1, · · · , nx}; 其他符号意义参考文献
[11]. 此外, 令 Q = M−1, 其中

M =

[
M1 MT

2

M2 M3

]
, Q =

[
Q1 QT

2

Q2 Q3

]

为数值方便, 令M2 = −M
[7]
1 , 因此

Q =

[
Q1 Q3

Q3 Q3

]
, M =

[
M1 −M1

−M1 M3

]
(10)

每一时刻 k, 若问题 (5) ∼ (9) 有解, 则 x̃xxxxxxxx(k) ∈
εQ−1 , 且式 (4) 关于公共 Lyapunov 矩阵 Q−1 二次

有界. 文献 [11] 中估计误差为椭圆形, 本文则采用
凸多面体来表示. 此外, 在优化问题中添加了估计误
差约束 (9). 在当前时刻 k, 增加该约束具有不利影
响, 但在滚动时域控制中, 通过适当选取矩阵 Θ̄, 可
提高控制性能.

2.2 稳定性条件以及约束处理

引理 1. 文献 [11] 的二次有界性条件 (6) 由如
下线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI)
保证:

L∑
l=1

λl(k + i)
L∑

j=1

λj(k + i)ΥQB
lj ≥ 0 (11)

其中

ΥQB
lj =



(1− α)M1 ? ? ? ? ? ?

−(1− α)M1 (1− α)M3 ? ? ? ? ?

0 0 αPw ? ? ? ?

∆
′
1 BlFx ∆

′
2 Q1 ? ? ?

LcCj Ac LcEj Q3 Q3 ? ?

Q
1
2 Cj 0 Q

1
2 Ej 0 0 γI ?

R
1
2 FyCj R

1
2 Fx ∆3 0 0 0 γI




∆
′
1 = Al + BlFyCj , ∆

′
2 = BlFyEj + Dl, ∆3 = R

1
2 FyEj

引理 2. (见文献 [11]) 输入/输出约束 (7) 的
充分条件为, 存在对称矩阵 {M, Z,Ξ}, 使式 (8)、式
(11) 和如下条件满足:




M ? ?

0 Pw ?

[FyCj Fx] FyEj Z


 ≥ 0 (12)

Zss ≤ 1
2
ū2

s, s ∈ {1, · · · , nu} (13)

L∑
l=1

λl(k+i)
L∑

j=1

λj(k+i)Υy
hlj≥0, h ∈ {1, · · · , L}

(14)

Ξss ≤ 1
3
ψ̄2

s , s ∈ {1, · · · , q} (15)

其中

Υy
hlj =




M ? ? ?

0 Pw ? ?

0 0 Pw ?

ΨCh [Al + BlFyCj BlFx] ΨCh(BlFyEj + Dl) ΨEh Ξ




Zss 和 Ξss 分别为 Z 和 Ξ 的第 s 个对角元素.
在每个时刻 k, 估计状态 xxxc(k) 已知, 真实状态

xxx(k) 不可测. 当估计误差界已知时, 真实状态的界
可知, 因此, 可以利用真实状态的界代替 xxx(k). 假定
k 时刻, eee(k) ∈ E(k), E(k) 定义为

E(k) , Co{εεε1(k), εεε2(k), · · · , εεε2nx (k)} (16)

其中, εεεr(k), r ∈ {1, · · · , 2nx} 为估计误差集合的顶
点. 因此, 满足扩展状态 (8) 的条件为

[
xxxc(k) + εεεr(k)

xxxc(k)

]T

M

[
xxxc(k) + εεεr(k)

xxxc(k)

]
≤ 1,

(17)

r ∈ {1, · · · , 2nx}
估计误差约束 (9) 考虑了当前时刻 k 之后所有

的模型和噪声的不确定性, 对此有下述的结论:
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引理 3. 假定在时刻 k, 约束 (11) 和 (17) 满足,
且存在对称矩阵 Λ, 使得如下条件满足:

L∑
l=1

λl(k + i)
L∑

j=1

λj(k + i)ΥEC
lj ≥ 0

ΥEC
lj =




M ? ?

0 Pw ?

∆4 ∆5
1
2
Λ


 , l, j ∈ {1, · · · , L}

∆4 = [Al + BlFyCj − LcCj BlFx −Ac]

∆5 = BlFyEj + Dl − LcEj (18)

Λpp ≤ (σ̄pēp)2, p ∈ {1, · · · , nx} (19)

其中, Λpp 为矩阵 Λ 的第 p 个对角元素. 则式 (9) 满
足.
证明. 因式 (11) 和 (17) 满足, 可知 x̃xx(i|k) ∈

εQ−1 ,∀i ≥ 0. 定义 ξp 为 nx 维单位矩阵的第 p 行,
则:

max
i≥0

| ξpeee(i + 1|k) |2= max
i≥0

∣∣∣ξp[I,−I][Φ(i, k), Γ(i, k)]×
[

x̃xx(i|k)

www(k + i)

]∣∣∣∣∣

2

≤ max
i≥0

∥∥∥ξp[I,−I][Φ(i, k), Γ(i, k)]×
[

Q
1
2 0

0 P
− 1

2
w

]∥∥∥∥∥

2 ∥∥∥∥∥

[
Q−

1
2 0

0 P
1
2

w

][
x̃xx(i|k)

www(k + i)

]∥∥∥∥∥

2

≤

2max
i≥0

∥∥∥ξp[I,−I][Φ(i, k), Γ(i, k)]

[
Q

1
2 0

0 P
− 1

2
w

]∥∥∥∥∥

2

若存在对称矩阵 Λ 和对角矩阵 Θ̄, 满足 Λpp ≤
(σ̄pēp)2, 使得:

Λ− 2[I,−I][Φ(i, k),Γ(i, k)]

[
Q 0
0 P−1

w

]
×

[
Φ(i, k)T

Γ(i, k)T

][
I

−I

]
≥ 0 (20)

则 | eee(i+1|k) |≤ Θ̄ēee, 对任意 i ≥ 0. 通过利用 Schur
补引理以及系统的多包描述, 可知式 (20) 等价于式
(18). ¤
注 1. 式 (9) 考虑到 k 时刻之后, 在当前

控制器参数固定时的估计误差约束. 对任意

p ∈ {1, · · · , nx}, 当 σ̄p 越大, k 时刻之后的估计

误差的不确定性越大, 而较小的 σ̄p 可能导致优化

问题 (21) 不可行. 在文献 [6] 中, 为计算离线控制
器参数, 选取 Θ̄ = I. 文献 [7] 中, 在线主优化问题
中未考虑到 k 时刻之后的估计误差约束, 其等价于
σ̄p = ∞, 对任意 p ∈ {1, · · · , nx}, 而在线的辅助优
化能够更新实时的估计误差.

通过上述推导, 在线优化问题 (5) ∼ (9) 可转化
为

min
α,γ,Ac,Lc,Fx,Fy,Q1,Q3,M1,M3,Z,Ξ,Λ

γ

s.t. 式(10) ∼ (15),式(17) ∼ (19),M = Q−1

(21)

对优化问题 (21) 的求解, 可采用文献 [11] 中的方法
(见附录 A).

3 DOFRMPC离线算法

3.1 离线计算控制器参数

由式 (21) 得到的任何一组控制器参数, 都能够
保证扩展状态收敛到 x̃xx = 0 附近的区域 (见附录 B).
当远离 x̃xx = 0 的扩展状态向 x̃xx = 0 附近收敛时, 采
用固定的控制器参数是保守的. 为此, 本文提出的算
法在一系列离线计算的控制器参数中进行切换.
本文通过离线求解优化问题 (21) 计算离线控

制器参数, 构建一系列的吸引域. 以 nx 维状态空

间中均匀分布在原点周围的有限离散点为选定估计

状态, 且假定真实状态均匀地分布在选定的估计状
态周围, 不同真实状态的界通过估计误差集合的界
限定. 本文采用类似文献 [12] 中的方法, 将 nx 维

状态空间原点附近的区域进行正交等体积分割获

得的交叉点为选定估计状态. Td, d ∈ {1, · · · , nx}
为在此分割区域内每一维正交坐标轴上的分割间

距. 此分割方法将被分割区域包含的每一维正交
坐标轴分割为 2Np 个分割段, 获得 (2Np)nx 个分

割元以及 (2Np + 1)nx 个交叉点, 以这些交叉点
为选定的估计状态. 对每一分割元, 采用 Sf 表

示, 其中, f ∈ {1, · · · , (2Np)nx} 表示分割元序号;
V (Sf ) = {vvvvvvvvv1

f , vvv2
f , · · · , vvv2nx

f } 表示与分割元 Sf 对

应的顶点集合, 其中, vvvm
f ∈ Rnx ,m ∈ {1, · · · , 2nx}.

图 1 (a) 为 nx = 2 时, 对分割区域进行正交等体积
分割, 其中, Np = 3. 图 1 (b) 为以分割元顶点为估
计状态, 针对每一顶点和不同的估计误差集合, 以估
计状态结合估计误差集合的顶点表示不同真实状态

的界, 构建扩展状态. 其中, 图 1 (b) 中的粗黑线的
矩形对应分割区域中的粗黑线表示的分割元.
定义一组嵌套的凸集合 En = {ξξξ ∈ Rnx | −

ηnēee ≤ ξξξ ≤ ηnēee} 为估计误差集合, 其中, ηn ∈ (0 1],
n ∈ {1, · · · , N} 预先选定, 且满足 ηn < ηn+1, n ∈
{1, · · · , N − 1}. 当 ηN = 1 时, 对应最大的估计
误差集合 EN . En 中的每一集合为具有 2nx 个顶

点的多面体, 其顶点表示为 ηnSrēee, 其中, Sr, r ∈
{1, · · · , 2nx} 的每个对角元素为 1 或者 −1, 非对角
元素为 0. 当 r 6= m 时, Sr 6= Sm. 每一预先定义的
估计误差集合的中心点为选定的估计状态. 针对每
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一估计状态和每一估计误差集合的组合, 离线最小
化优化性能指标 {γ(vvvm

f , n)}, f ∈ {1, · · · , (2Np)nx},
m ∈ {1, · · · , 2nx}, n ∈ {1, · · · , N}, 获得对应的控
制器参数和吸引域.
算法 1 (离线计算控制器参数和吸引域).
将 xxxc(k) 用分割元的顶点 {vvvm

f } 代替, f ∈
{1, · · · , (2Np)nx}, m ∈ {1, · · · , 2nx}, 而估计误差
集合逐一取 En, n ∈ {1, · · · , N}, 代入式 (17) 中.
利用算法 3 (见附录 A) 求解优化问题 (21). 针对
分割元中的每一顶点和每一估计误差集合, 离线计
算获得 {{γ, Ac, Lc, Fx, Fy, Q1, Q3,M1,M3}(vvvm

f , n)}
和对应的吸引域 {{εQ−1}(vvvm

f , n)}.

图 1 nx = 2 时离线确定估计状态和构建扩展状态

Fig. 1 Off-line specifying the estimated states and

constructing the augmented states when nx = 2

3.2 在线更新估计误差

定义 k′ , k + 1, Pw , Co{$$$1,$$$2, · · · ,$$$nw
p
}

为有界噪声集合 εPw
的外包集[7]. 在每一 k ≥ 0 时

刻, 实时的一步向前估计误差集合为 P(k); 实时估
计误差集合的矩形外包近似集合为 E(k), 其定义为
E(k) , {ξ ∈ Rnx | − Θ(k)ēee ≤ ξ ≤ Θ(k)ēee}, 其中,
Θ(k) = diag{σ1(k), · · · , σnx

(k)}, p ∈ {1, · · · , nx}.
在当前时刻 k, 如果 eee(k) ∈ P(k) ⊆ E(k), 根据

式 (4) 和Pw 的定义, 得

eee(k′) ∈ P(k′) = Co{ϑϑϑljrs(k′)|l, j ∈ {1, · · · , L},
r ∈ {1, · · · , 2nx}, s ∈ {1, · · · , nw

p }}
ϑϑϑljrs(k′)={(Al+BlFy(k)Cj−Lc(k)Cj)SrΘ(k)ēee+

(Al−Lc(k)Cj +BlFy(k)Cj +BlFx(k)−Ac(k))×
xxxc(k)+(BlFy(k)Ej +Dl−Lc(k)Ej)$$$s} (22)

图 2 nx = 2 时嵌套的矩形表示估计误差集合

Fig. 2 The estimation error sets represented by the

nested rectangle when nx = 2

图 3 nx = 2 时在线更新估计误差集合

Fig. 3 On-line refreshing the estimation error set when

nx = 2

通过上述的 ϑϑϑljrs(k′), E(k′) (P(k′) 的矩形外包近
似) 计算如下:

min
σ1(k′)>0,··· ,σnx (k′)>0

nx∑
p=1

σp(k′)

s.t.−Θ′(k′)ēeeeeeeee≤ϑϑϑϑϑϑϑϑϑljrs(k′)≤Θ′(k′)ēeeeeeeee, l, j∈{1, · · ·, L},
r ∈ {1, · · · , 2nx}, s ∈ {1, · · · , nw

p } (23)

其中, Θ′(k′) = diag{σ′1(k′), · · · , σ′nx
(k′)}. 在每

一时刻 k, 通过求解优化问题 (23), 实时的一步
向前估计误差集合 P(k′) 的外包近似为 E(k′), 其
中 σp(k′) = min{σ′p(k′), σ̄p}，p ∈ {1, . . . , nx}. 如
果 σp(k′) ≤ 1,∀p ∈ {1, · · · , nx}, 则能够搜索到
v(k′) ∈ {1, · · · , V }, 使得 eee(k′) ∈ P(k′) ⊆ E(k′) ⊆
Ev(k′), 其中 Ev(k′) 为离线定义的估计误差集合,且紧
凑地包含 E(k′). 如果 σp(k′) > 1,∃p ∈ {1, · · · , nx},
则 E(k′) 不能包含于离线定义的最大估计误差集合,
在此情况下, 采取上一时刻的控制器参数, 并且用
E(k′) 的顶点, 在 k′ 时刻计算一步向前估计误差集
合. 当前模型参数精确已知时, 一步向前估计误差集
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合计算还可参考文献 [7]. 图 3 表示了当 nx = 2 和
N = 5 时, 如果 P(k′) (点线多边形) 的矩形外包近
似集合 E(k′) (断线矩形) 被离线定义的 E4 (粗黑实
线矩形) 最紧凑地包含, 则实时的一步向前估计误差
集合可通过 E(k′) 近似, 而 E4 为在线选取的估计误

差集合.

3.3 在线搜索控制器参数

假定在 k ≥ 0 时, 实时估计状态位于某个分割
元, 即满足xxxc(k) ∈ Sf̂ , 存在 f̂ ∈ {1, · · · , (2Np)nx},
且实时估计误差集合 P(k) ⊆ E(k) ⊆ En(k), 存

在 n(k) ∈ {1, · · · , N}. 则对分割元 Sf̂ , 存在
2nx 个相关的吸引域, 记为 {{εQ−1}(vvvm

f̂
,n(k))}. 实

时扩展状态 x̃xx(k) 能够被 {{εQ−1}(vvvm
f̂

,n(k))} 中的
某些吸引域所包含, 因此, 至多搜索到 2nx 组可

行的控制器参数, 记为 {{Ac, Lc, Fx, Fy}(vvvm
f̂

,n(k))},
m ∈ M(k), 而M(k) 表示可行的 m 的集合. 因
为 {γ(vvvm

f̂
,n(k))} 在估计误差集合 En(k) 选定时, 对

应于分割元 Sf̂ 的至多 2nx 个优化性能指标, 因
此, 最优的控制器参数对应于包含当前实时扩
展状态且优化性能指标最小的吸引域, 且记为
γ∗(k) = min{γ(vvvm

f̂
, n(k))},m ∈ M(k), 并且采用对

应于 γ∗(k) 的控制器参数 {Ac, Lc, Fx, Fy}(vvvm
f̂

,n(k)).
利用二次有界性方法, 则扩展状态能够收敛到

x̃xx = 0 附近, 且优化性能指标是单调不增的[11]. 在
本文中, 实时切换控制器参数需要保证搜索到的吸
引域所对应的优化性能指标是单调不增的, 因此,
需要在每个采样时刻比较优化性能指标. 在下一采
样时刻 k′, 控制器参数的搜索方法同 k 时刻, 但需
要进行采样时刻之间优化性能指标的比较. 如果
γ∗(k′) < γ∗(k), 则采用 k′ 时刻搜索到的控制器参
数, 否则采取上一时刻的控制器参数.

3.4 在线搜索总算法和稳定性证明

算法 2 (在线搜索控制器参数和更新估计误差).
选取初始估计状态 xxxc(0), 初始估计误差集合

P(0) ⊆ E(0) ⊆ EN , γ0 = ∞, pro = 1. 在每一时刻
k ≥ 0, 算法如下:

1) 如果 pro = 1
a) 选取包含 E(k) 的离线估计误差集合 En(k),

存在 n(k) ∈ {1, · · · , N}. 搜索实时估计状态 xxxc(k)
所在的分割元Sf̂ , f̂ ∈ {1, · · · , (2Np)nx}.

b)搜索 {{εQ−1}(vvvvvvvvvm
f̂

,n(k))}, m ∈ {1, · · · , 2nx}中
的某一吸引域, 其包含实时扩展状态 x̃xx(k) 且优化性
能指标最小, 记 γ∗(k) = min{γ(vvvvvvvvvm

f̂
, n(k))}.

c) 如果 γ∗(k) < γ0, 令 γ0 = γ∗(k), 且采用
对应于 γ∗(k) 的控制器参数 {Ac, Lc, Fx, Fy}(k) =

{Ac, Lc, Fx, Fy}(vvvm
f̂

,n(k)); 否则, 令 pro = 0.
2) 如果 pro = 0, 则采取上一时刻的控制器参

数.
3) 实施 uuu(k) = Fx(k)xxxc(k) + Fy(k)yyy(k), 计算

xxxcxxxcxxxc(k′) = Ac(k)xxxc(k) + Lc(k)yyy(k).
4) 由式 (23) 计算 P(k′) 的矩形外包集合 E(k′).

如果 σp(k′) ≤ 1, 对任意 p ∈ {1, · · · , nx}, 则令
pro = 1, 否则令 pro = 0, 返回步骤 1).
注 2. 对系统状态维数高、状态空间的分割元

多以及定义的嵌套的估计误差集合多时, 采用本文
提出的方法会使离线计算量迅速增加, 并且需要大
量的存储空间和涉及增加的在线计算量. 因此, 本文
提出的算法仅适用于系统状态维数低的系统.
定理 1. 对系统 (1)和 (2),动态输出反馈控制参

数 {{Ac, Lc, Fx, Fy}(vvvvvvvvvm
f , n)}, f ∈ {1, · · · , (2Np)nx},

m ∈ {1, · · · , 2nx}, n ∈ {1, · · · , N} 和对应的吸引
域通过算法 1离线计算,且结合算法 2在线搜索. 假
定在 k = 0 时, 可通过算法 2 搜索到控制器参数, 则
x̃xx(k) 将收敛到 x̃xx = 0 附近, 且约束 (7) 得到满足.

证明. 如果在 k = 0 时, 搜索到控制器参数, 则
根据算法 2, 在所有 k > 0 时也能搜索到可行的控制
器参数. 考虑所有 k ≥ 0, γ∗(k) 将不随时间 k 的增

加而增加, x̃xx(k)将收敛到 x̃xx = 0附近.式 (12)∼ (15)
确保输入/输出约束 (7) 在所有 k ≥ 0 时刻得到满
足. ¤

4 数值算例

考虑连续搅拌釜式反应器 (Continuous stirred
tank reactor, CSTR) 模型. 反应釜中为 A → B 的

不可逆放热化学反应. 根据反应物 A 的物料平衡和

能量平衡条件, 可得以下动态模型[7, 10]:

ĊA =
q

V
(CAf − CA)− k0 exp

(
− E

RT

)
CA + Ncw

Ṫ =
q

V
(Tf − T ) +

−∆H

ρCp

k0 exp
(
− E

RT

)
CA+

UA

V ρCp

(Tc − T ) + NT w (24)

其中, CA 为反应釜中 A 物质浓度, T 为反应釜

的反应温度, Tc 为冷却剂的温度. 目标是通过
操控 Tc 来调节 T , 并且满足约束 T l

c ≤ Tc ≤
T u

c , T l ≤ T ≤ T u, C l
A ≤ CA ≤ Cu

A. 给

定平衡点为 {Ceq
A , T eq, T eq

c }. 定义状态变量为

xxx = [x1, x2]T = [CA − Ceq
A , T − T eq]T, 输入为

u = Tc − T eq
c 以及 y = x2 + Nyw. 状态

x2 满足约束 x2 ≤ x2 ≤ x2 (x2 = T 1 − T eq,
x2 = T u − T eq). 其中, ϕ1(x2) = k0exp(− E/R

x2+T eq )
和 ϕ2(x2) = k0[exp(− E/R

x2+T eq ) − exp(−E/R

x2
)]. 令
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λ1 = 1
2

ϕ1(x2)−ϕ1(x2))

ϕ1(x̄2)−ϕ1(x2))
, λ2 = 1

2

ϕ1(x̄2)−ϕ1(x2))

ϕ1(x̄2)−ϕ1(x2))
, λ3 =

1
2

ϕ2(x2)−ϕ2(x2))

ϕ2(x̄2)−ϕ2(x2))
, λ4 = 1

2

ϕ2(x̄2)−ϕ2(x2))

ϕ2(x̄2)−ϕ2(x2))
.

选择 T 1
c = 328 K, T u

c = 348K, T 1 = 340 K,
T u = 360K, C1

A = 0mol/L, Cu
A = 1mol/L,

Ceq
A = 0.5mol/L, T eq = 350K, T eq

c = 338K,
q = 100 L/min, CAf = 1 mol/L, Tf = 350 K,
V = 100L, ρ = 1000 g/L, Cp = 0.239 J/(g·K),
∆H = −1.2 × 104 J/(min·K), E/R = 8750 K,
k0 = 7.2 × 1010 min−1, UA = 5 × 104 J/(min·K),
Nc = 0.05mol/(L·min), NT = 1 K/min, Ny =
1K. 上述的动态系统 (24) 对应的连续时间线性
时变模型的顶点为

A1 =

[
−3.7642 −0.0381
138.7889 −1.1800

]

A2 =

[
−0.7177 −0.0381
−14.1716 −1.1800

]

A3 =

[
−2.2410 −0.0622
62.3086 0.0299

]

A4 =

[
−2.2410 −0.0140
62.3086 −2.3900

]

Bl =
[

0 2.0921
]T

, Cl =
[

0 1
]

Dl =
[

0.05 1
]T

, El = 1, l ∈ {1, 2, 3, 4}

针对采样时间 Ts 离散化各个子模型得到需要的离

散模型.
对离线算法 1, 选取采样时间 Ts = 0.05 s,

Pw = 100, Q = 1, R = 1, α = 0.001,
ηn = 0.55 + 0.05(n − 1), n ∈ {1, · · · , 10} (N =
10), ēee = [0.08, 1.5]T, Θ(k) = diag{√3.8,

√
3.4},

κ = 0.98, N0 = 200. 选 取 原 点 周 围

的 正 交 区 域 (nx = 2), 其 4 个 顶 点 为:
{[−0.12,−2.4]T, [−0.12, 2.4]T, [0.12, 2.4]T, [0.12,

−2.4]T}. 在 x1 (xc1) 轴上的分割间距 T1 = 0.015,
x2 (xc2) 轴上的分割间距 T2 = 0.3. 在算法 2 中,
选取初始状态估计状态 xxxxxxxxxc(0) = [0.115, 2.15]T, 估
计误差集合被 E10 所包含. 仿真中 w 统一取为

[−0.1, 0.1] 区间上的相同的有界噪声序列. 仿真采
用 Matlab 7.6 中的 LMI 工具箱, 所用计算机配置
为 Pentium 4 CPU 2.40 GHz、内存 1GB. 10 次仿
真结果如图 4 ∼ 6 所示, 其中, 图 4 表示闭环系统
能够收敛到 x̃xx = 0 附近; 图 5 所示的控制输入约束
总是满足的; 图 6 表明了优化性能指标的单调不增
性. 离线阶段, 计算一组控制器参数所需时间约为

10min, 10 次在线搜索仿真平均时间为 6.52 s.

图 4 闭环系统状态轨迹图

Fig. 4 The state trajectories of the closed-loop system

图 5 控制输入信号

Fig. 5 Control input signals

5 结论

本文考虑了存在多包不确定性和有界噪声的系

统的 DOFRMPC 离线算法. 通过离线阶段建立表
并进行在线搜索, 本文提出的算法能够保证扩展状
态收敛到 x̃xx = 0 附近. 此外, 在线实时估计误差集合
能够得到更新. 本文研究了调节问题, 对跟踪问题的
研究正在进行中.
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图 6 优化性能值

Fig. 6 The performance cost values

附录A DOFRMPC在线近似最优算法[11]

下述条件能够确保矩阵不等式 (11)、(14) 及 (18) 满足:

ΥQB
ll ≥ 0, ΥQB

lj + ΥQB
jl ≥ 0, ΥEC

ll ≥ 0, ΥEC
lj + ΥEC

jl ≥ 0

Υy
hll ≥ 0, Υy

hlj + Υy
hjl ≥ 0, h, l, j ∈ {1, · · · , L}, l < j

(A1)

即使当 α 固定时, 优化问题 (2) 也是非凸优化. 在一个

优化问题中求解互逆的M 和Q可以通过锥补算法[14], 因此,

优化求解中加入下述约束:

[
M I

I Q

]
≥ 0 (A2)

当式 (A2) 满足时, tr(QM) ≥ nx + nxc 总是满足的. 因此,

可通过最小化 tr(QM) 满足M = Q−1. 最小化 tr(QM) 时,

需要最小化 γ. 通过增加优化条件 (A2), (21) 的解可通过求

解下述凸优化问题得到:

min
α,γ,Ac,Lc,Fx,Fy,Q1,Q3,M1,M3,Z,Ξ,Λ

γ

s.t.式 (10), (12), (13), (15), (17), (19), (A1), (A2) (A3)

采用迭代方法, 求解优化问题 (A3), 算法如下:

1) 选取足够大的迭代步数 N0 > 0, α ∈ (0, 1) 以及

κ ∈ (0, 1). 令 t = 0, flag = 0, γ◦ = ∞.

2) 如果 (A3) 不可行, 则转入步骤 6), 否则求解 (A3),

获得 {Q, M}t = {Q, M}∗.
3) t = t + 1, 求解:

min
α,γ,Ac,Lc,Fx,Fy,Z,Ξ,Λ

γ

s.t.式 (12), (13), (15), (19), (A1), Q = (M t−1)−1

M = M t−1, γ < κγo (A4)

如果式 (A4) 可行, 则求解获得 {γ, Ac, Lc, Fx, Fy}◦ =

{γ, Ac, Lc, Fx, Fy}∗, {Q, M}◦ = {(M t−1)−1 , M t−1},
{Q, M}t = {Q, M}t−1，令 flag = 1，转入步骤 4); 否则

a) 求解:

min
α,γ,Ac,Lc,Fx,Fy,Q1,Q3,M1,M3,Z,Ξ,Λ

tr(Π)

s.t. 式 (10), (12), (13), (15), (17), (19), (A1), (A2), γ < κγo

(A5)

其中, Π = M t−1Q + Qt−1M .

b) 如果式 (A5) 不可行, 则转入步骤 6), 否则, 求解获得

{Q, M}t = {Q, M}∗.
4) 如果 t < N0, 则转入步骤 3).

5) 如果 flag = 1，则令 {Q, M}0 = {Q, M}t, t = 0,

flag = 0, 并且转入步骤 3)；

6) 结束.

对上述算法, 为了降低计算量, 令 d = 0. 当该算法结束

时, 获得 {γ, Ac, Lc, Fx, Fy, Q1, Q3, M1, M3}◦. 如果选取较
大的 κ ∈ (0, 1), 则需要更多迭代步数最小化 γ, 但较大的 κ

和较多的迭代步数可使最后得到的 γ 较小.

附录 B 利用二次有界方法证明吸引域内收敛性

对系统 (4), 椭圆 εQ−1 为其正不变集. 因为式 (11) 是

比一般的二次有界条件 (见文献 [7] 中式 (6)) 更苛刻, 因
此, 式 (11) 确保了系统 (4) 关于公共 Lypunov 矩阵 Q−1

的二次有界性, 并且满足式 (11) 意味着 x̃xx(i|k), i > 0, 在
εQ−1 的二次收敛性. 假定存在 {α, γ, Ac, Lc, Fx, Fy, Q} =

{α, γ, Ac, Lc, Fx, Fy, Q}∗ 使式 (11) 满足. 如果存在 β ∈
(0, 1] 使得

L∑

l=1

λl(k + i)
L∑

j=1

λj(k + i)Υ̃QB
lj ≥ 0, Υ̃QB

lj =




(1− α∗)β−1M∗
1 ? ? ? ?

−(1− α∗)β−1M∗
1 (1− α∗)β−1M∗

3 ? ? ?

0 0 α∗Pw ? ?

∆∗
1 BlF ∗x ∆∗

2 βQ∗1 ?

L∗cCj A∗c L∗cEj βQ∗3 βQ∗3




∆∗
1 = Al + BlF

∗
y Cj , ∆

∗
2 = BlF

∗
y Ej + Dl (A6)

则系统 (4) 关于公共 Lyapunov 矩阵 βQ∗ 二次有界. 最小

化 β, 且满足式 (A6). 当 x̃xx(k) /∈ ε(βQ∗)−1 时, x̃xx(k′) 将向

ε(βQ∗)−1 收敛; 当 x̃xx(k) ∈ ε(βQ∗)−1 时, x̃xx(k′) ∈ ε(βQ∗)−1 .
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