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一类缺乏明确平衡点的不确定系统的部分变量镇定

刘秀翀 1 宋崇辉 1 褚恩辉 1

摘 要 针对一类缺乏明确平衡点的不确定系统, 研究了系统部分变量的稳定性问题. 提出了将一致最终有界和渐近稳定相

结合的系统稳定性模式, 并给出了该系统稳定性模式的条件. 基于该稳定性模式, 提出了阻尼配置控制方案, 使系统部分变量

在不同阶段稳定于给定运行区域和原点. 所开展的研究工作拓展了不确定系统的稳定性研究, 解决了工业应用中普遍存在的

一类缺乏明确平衡点的不确定系统的部分变量控制问题. 永磁同步电机的仿真验证了研究结果的有效性和实用性.
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Partial Variable Stabilization of a Class of Uncertain Systems with
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Abstract Partial variable stability is studied for a class of uncertain systems with uncertain equilibrium point. A

stability model combining the ultimate boundedness and the asymptotic stability is proposed, and the conditions of the

stability model are given. According to the proposed stability model, a damping assignment control scheme is presented,

such that partial variable of the systems is stable in a given area and at the origin in different stages. The work of this

paper develops the study on stability of uncertain systems, and solves the control problem of a class of uncertain systems

with uncertain equilibrium point existing widely in industrial application. The effectiveness and the practicability of the

research results are verified by the simulation experiment of a permanent magnet synchronous motor.
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在电机驱动、电能变换和电力系统等领域, 普遍
存在一类不确定系统, 在这类系统中, 系统的平衡状
态取决于不确定的外接负荷[1−6]. 这表明在这类系
统中, 不确定项的作用不会随系统状态趋近于某一
已知定点而变小 (或消失). 因此这类系统根本就不
存在明确的平衡状态. 如何研究这类系统的运动稳
定性是实际应用提出的且尚未解决的理论课题.

研究这类系统运动稳定性的基础是分析不确定

项的特性. 如果将这类系统的不确定项理解为全阶
扰动, 则这类系统归结为非零扰动系统[7], 所能得到
最理想的结论是系统全状态一致最终有界[8−12]. 然
而这一结论无法解释实际系统所呈现的特性, 即: 在
这类系统中, 只有一些状态变量的平衡位置受到不
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确定项的影响, 而系统的部分状态变量 (另外一些状
态变量) 仍具有可镇定性. 造成理论和实际应用产
生矛盾的原因在于: 控制目标的设定与实现这一目
标的系统控制能力存在矛盾. 对于非零扰动系统的
研究存在一个前提, 即假设原点为平衡点. 这种追求
系统全状态稳定的假设, 为控制设定了一个无法实
现的目标.

实际应用表明: 当不确定项并不是简单的全
阶扰动时, 系统的部分变量存在稳定性条件. 通过
对实际系统的分析发现, 系统中不确定项的阶次低
于系统的阶次, 并且在一定条件下其对系统平衡状
态的影响仅限于一些状态变量 (而不是全部状态变
量)[1−4]. 对于这类系统, 将所有状态变量镇定到原
点的企图是徒劳的, 且不符合实际. 因此合理的做法
是仅镇定系统部分变量到原点, 进而解决控制目标
的设定与系统控制能力存在的矛盾.
系统部分变量的稳定性问题是一个长期存在且

尚未解决的理论课题. 李雅普诺夫在 1893 年就曾
指出: “可以研究更一般的问题, 这一运动稳定性不
是对所有变元, 而仅是对其中某些变元”[13]. 前苏联
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的学者在这一领域进行了早期探索[14]. 上世纪 70
年代末, Rouche 等和王照林分别对部分变量稳定
性问题作了进一步的分析和研究[15−16]. 本世纪初,
Michel 等对部分变量的稳定性和有界性进行了较为
全面的分析[17]. 叶华文等通过对惯性盘倒立摆系统
的研究发现, 只要使该系统其他变量与一个确定的
函数同步, 则该系统的部分变量可以镇定到原点[18].
对于本文所研究的一类不确定系统, 由于不确

定项的存在, 若要镇定系统的部分变量, 其他变量的
控制目标实际上是一个包含不确定项的函数. 因此
关键在于: 针对系统的特征, 找到系统不确定项的估
计方法, 以确定其他变量的目标函数, 进一步给出系
统部分变量的稳定性和有界性.
根据工业应用中的实际情况, 本文提取出关于

系统不确定项的约束条件, 并在此基础上, 进一步
给出了含有不确定项估计方法的系统数学描述. 针
对这类缺乏明确平衡点的不确定系统, 本文研究了
部分变量的稳定性和有界性, 提出了将一致最终有
界和渐近稳定相结合的系统部分变量的稳定性模式.
基于该稳定性模式, 针对系统不确定项的不同表现
形式, 将系统部分变量分别镇定到给定运行区域和
原点, 得到了符合实际需求的理论结果.
本文其他部分的组织和所做的具体工作如下:

第 1 节分析了一类缺乏明确平衡点的不确定系统的
特性, 并基于实际应用情况, 提取了这类系统的数学
模型; 第 2 节针对系统不确定项具有随机性和相对
稳定性的双重特性, 分别研究了部分变量的一致最
终有界性和渐近稳定性, 为限制系统部分变量与预
定目标的偏差和实现系统部分变量稳定奠定了基础;
第 3 节针对缺乏明确平衡点的不确定系统, 将系统
部分变量的一致最终有界性和渐近稳定性有机结合,
提出了一种配置系统闭环阻尼的控制方案, 在系统
不确定项处于随机和相对稳定的不同阶段, 将部分
变量分别镇定到给定运行区域和原点; 第 4 节给出
永磁同步电机控制器的设计实例, 进一步阐述研究
结论的有效性和实用性; 第 5 节对本文主要工作进
行总结和展望.

1 问题的描述

一类缺乏明确平衡点的不确定系统描述为

ẋxx = Axxx + www (t) (1)

其中, A ∈ Rn×n, 系统状态 xxx = [ x1 · · · xn ]T

∈ Rn, 不确定项www (t) 中包含 n1 个不确定元素和 n

− n1 个确定元素, 即

www (t) =
[

w1 · · · wn1 0 · · · 0
]T

∈ Rn

并且 n ≥ 3n1. 同时在任一时间段 [t0 + λ, t1 + τ ],

不确定项www (t) 满足条件:



|www(t)| ≤ δ, t0 + λ ≤ t ≤ t1 + λ

|www(t)| ≤ δ,
dwww(t)

dt
= 0, t1 + λ < t ≤ t1 + τ

其中, λ ≥ 0, λ < τ , t0 ≤ t1, 不确定项边界

δ =
[

δ1 · · · δn1 0 · · · 0
]T

∈ Rn

符号 |·| 描述向量的分量模数形式. 对于 www (t) 和 δ

的每一个元素, 不等式 |www (t)| ≤ δ 与 |wi (t)| ≤ δi (1
≤ i ≤ n1) 等价.
注 1. 不确定系统 (1) 是引入反馈控制后所形

成的闭环系统, 等价于取反馈控制的非自治系统, 是
对实际应用的电力传动系统和电能变换系统的抽象.
例如: 系统 (1) 可以描述直梯传动系统中用于传递
动力的电机模型





J
dω

dt
= pφiq − TL

L
did
dt

= −rsid + pωLiq + ud

L
diq
dt

= −rsiq − pωLid − pωφ + uq

d
dt

∫ t

0

(Jω − Jω∗) dt = Jω − Jω∗

(2)

其中负载转矩 TL 为引入系统的不确定项. 当取反馈
控制

uuu =
[

ud uq

]T

= f(ω, id, iq)

时, 该传递动力的电机模型可写成式 (1) 形式, 其中
www (t) 相当于 TL.

系统 (1) 包含了反映这类系统运动规律的三类
微分方程, 如式 (2) 所示. 这三类微分方程分为:

1) 前 n1 个微分方程将不确定项引入系统, 这在
电力传动系统中被称为运动方程 (或转矩方程), 在
电能变换系统中被称为负荷方程 (或负载方程), 如
式 (2) 中第一个微分方程;

2) 中间 n2 = n − 2n1 个微分方程反映了系统

运行特性, 这在电力传动和电能变换系统中被称为
电压方程, 如式 (2) 中的中间两个微分方程;

3) 后 n1 个微分方程由控制器的设计引入, 用于
估计系统不确定项, 如式 (2) 中的最后一个微分方
程.
对于不确定项 www (t) 的描述真实反映了实际电

力传动和电能变换系统中不确定因素的特性, 其突
出特点是使系统失去了明确的平衡点. 例如直梯传
动系统式 (2) 中, 具有不确定性的负载转矩 TL 取决

于电梯轿厢中载人的重量, 并直接决定了电梯传动
系统力矩电流 iq 的控制目标 (平衡点).
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关于不确定项的约束条件反映了影响实际系统

的不确定因素的特性. 例如式 (2) 中具有不确定性
的负载转矩 TL 具有以下特点:

1) 负载转矩取决于电梯轿厢中载人的重量, 而
电梯轿厢的载重极限可以设定, 即 |www (t)| ≤ δ;

2) 尽管电梯轿厢停在某一楼层时, 轿厢中载人
的重量可以变化, 但电梯轿厢一旦运行, 轿厢中载人
的重量就不会变化, 即在某一时段 (t1 + λ < t ≤ t1
+ τ), dwww(t)

dt
= 0.

研究系统 (1) 的稳定性的难点在于: 1) 由于存
在不确定项 www (t), 系统 (1) 实质上没有明确的平衡
点; 2) 由于没有明确的平衡点, 系统状态的控制目
标 (平衡点) 不再是预先设定的, 而是根据实际情况
自适应的. 因此只有抛弃平衡点已知这一固有观念,
针对系统 (1) 的特点, 侧重于系统状态 xxx 中前 n2 个

变量的鲁棒性和稳定性研究, 才能得到更为深入的
具有实际意义的结论.

为了研究系统状态中前 n2 个变量的稳定性, 定
义系统的部分变量为

ξ1 =
[

x1 · · · xn2

]T

∈ Rn2

其中, n2 = n− 2n1, n2 ≥ n1; 定义系统的其他变量
为

ξ2 =
[

xn2+1 · · · xn

]T

∈ R2n1

基于实际应用的需求, 本文的研究内容为:
1) 在 t0 + λ ≤ t ≤ t1 + λ 时段, 系统部分变量

(系统状态 xxx 中前 n2 个变量) 对不确定项变化的鲁
棒性;

2) 在 t1 + λ < t ≤ t1 + τ 时段, 系统部分变量
的稳定性.

随后各节将主要讨论系统 (1) 的运动规律. 具
体安排如下:

1) 分析部分变量 ξ1 的运动稳定性, 为控制器的
设计奠定理论基础, 包括: 研究部分变量的一致最终
有界性, 并给出部分变量最终边界的估计, 以及部分
变量渐近稳定的条件;

2) 针对非自治系统, 给出反馈控制方案, 限制部
分变量与预定目标的偏差, 并在 t1 + λ < t ≤ t1 + τ

时段实现部分变量的渐近稳定.

2 系统部分变量稳定性分析

本节主要研究部分变量 ξ1 的运动稳定性, 为进
行控制器设计奠定理论基础. 为了研究部分变量的
运动稳定性, 首先给出关于系统部分变量稳定的相
关定义.
定义 1. 对于系统 (1), 如果存在与 t0 无关的

正常数 b 和 d, t0 ≥ 0, 对于每个 a ∈ (0, d), 存在
T (a, b) ≥ 0 与 t0 无关, 满足

‖xxx(t0)‖ ≤ a ⇒ ‖ξ1‖ ≤ b, ∀ t ≥ t0 + T (a, b)

则系统的部分变量 ξ1 是一致最终有界的, 且最终边
界为 b.
由于部分变量的最终边界 b 与瞬态周期 T (a, b)

相关, 不具备唯一性, 因此 b 并不是真正意义上的

“最终” 边界. 基于这一原因提出理想的最终边界的
定义, 为进一步定义系统部分变量的渐近稳定奠定
基础.
定义 2. 称 µ 是部分变量 ξ1 的理想的最终边

界, 如果满足:
1) 系统的部分变量 ξ1 是一致最终有界的;
2) 对于任给的 ε ≥ 0, 存在瞬态周期 T > 0 和

某一固定常数 µ ≥ 0, 当 t ≥ t0 + T 时, 满足

‖xxx (t0)‖ < ∞⇒ ‖ξ1‖ ≤ µ + ε = b

定义 3. 称系统 (1) 关于部分变量 ξ1 是渐近稳

定的, 如果
1) 系统的部分变量 ξ1 是一致最终有界的;
2) 系统部分变量 ξ1 的理想的最终边界 µ 为零,

并且满足

lim
t→∞

ε = 0

在上述所给出的部分变量一致最终有界和渐近

稳定的定义下, 下面进一步讨论系统 (1) 中部分变
量的一致最终有界性和渐近稳定性. 由于系统 (1)
的运动规律取决于矩阵 A 和不确定项www (t), 因此系
统部分变量稳定性研究实质上是研究矩阵 A 和不确

定项www (t) 对系统的影响.

2.1 一致最终有界性

对于系统 (1), 仅研究定义 1 所描述的部分变量
的一致最终有界性是不够的. 更重要的是研究如何
构造矩阵 A, 即如何设计反馈控制, 使部分变量运行
于预定误差所允许的给定区域. 对于系统 (1), 这一
研究表现为建立矩阵 A 与部分变量理想最终边界的

关系, 为设计满足控制精度的反馈控制提供理论依
据.

为了得到部分变量的理想的最终边界, 引入文
献 [7] 关于能量函数水平集的论述.

引理 1. 对于系统 (1), 设能量函数

V1 = V1 (xxx) =
1
2
xxxTPxxx (3)

其中, P > 0. 如果存在 l0 > 0, 满足
{

V̇1 ≤ 0, xxx ∈ Ω̄l0

V̇1 < 0, xxx ∈ Ω̄
(4)

其中

Ω̄l0 = {xxx|V1 (xxx) ≥ l0,xxx ∈ Rn}
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Ω̄ = {xxx|V1 (xxx) > l0,xxx ∈ Rn}
则系统的状态是一致最终有界的, 并且系统状态最
终收敛于能量函数 V1 (xxx) 的水平集

Ω = {xxx|V1 (xxx) ≤ l0,xxx ∈ Rn}
根据引理 1, 得出结论: 通过调节能量函数的水

平集, 可以调整系统状态最终运行区域, 进而实现对
系统状态与预定目标偏差的限制. 在此基础上, 进一
步给出矩阵 A 和不确定项边界 δ 与部分变量的理

想的最终边界 µ 的关系.
引理 2. 对于系统 (1), 若满足

PA = −Q (5)

其中, P > 0, Q 为广义正定矩阵, 即

Q = QR + QJ (6)

式中, QR 为正定对称矩阵, QJ 为反对称矩阵, 即

QR > 0, QJ = −QT
J

则系统部分变量 ξ1 的理想的最终边界

µ ≤ ρ =

√
λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)
(7)

式中, λmin (QR) 和 λmin (P ) 为矩阵 QR 和 P 的最

小特征值, λmax (P ) 为矩阵 P 的最大特征值.
证明. 选择能量函数 V1 = V1 (xxx) = 1

2
xxxTPxxx, 则

V̇1 =
(

dV1

dxxx

)T

ẋxx = xxxTPẋxx (8)

根据式 (1)、式 (5) 和式 (8), 得:

V̇1 = −xxxTQxxx + xxxTPwww (t) (9)

由于 QJ 为反对称矩阵, 即 QJ = −QT
J , 则

xxxTQJxxx = 0 (10)

因此根据式 (6)、式 (9) 和式 (10), 得:

V̇1 = −xxxTQRxxx + xxxTPwww (t) (11)

由于 |www (t)| ≤ δ, 根据式 (11), V̇1 具有以下特性:

V̇1 |xxx=0 = 0,
∂2V̇1

∂xxx2
= −2QR < 0

∂V̇1

∂xxx
= −2QRxxx + Pwww (t) = 0

有解.

根据 V1 和 V̇1 的特性, 一定存在 0 ≤ l0 < +∞,
且{

V̇1 ≤ 0, xxx ∈ Ω̄l0 = {xxx|V1 (xxx) ≥ l0,xxx ∈ Rn}
V̇1 < 0, xxx ∈ Ω̄ = {xxx|V1 (xxx) > l0,xxx ∈ Rn}

因此, 当 xxx ∈ ∑
=

{
xxx|V̇1 (xxx) ≥ 0,xxx ∈ Rn

}
时, V1

的最大值为 l0, 否则与前面论述矛盾. 即

max
xxx∈∑ V1 = l0 (12)

选择 ρ, 满足

min
‖xxx‖2=ρ

V1 = l0 (13)

则根据 V1 的特性, 存在

Ω ⊆ Bρ = {xxx| ‖xxx‖2 ≤ ρ,xxx ∈ Rn} (14)

其中, Ω = {xxx|V1 (xxx) ≤ l0,xxx ∈ Rn}. 由于 ‖ξ1‖2 ≤
‖xxx‖2, 则 Ω ⊆ Bρ ⊆ {xxx| ‖ξ1‖2 ≤ ρ,xxx ∈ Rn}.
根据引理 1, 系统的状态最终收敛于 Ω, 因此系

统的部分变量 ξ1 最终收敛于 {ξ1|‖ξ1‖2 ≤ ρ, ξ1 ∈
Rn2}, 即系统的部分变量 ξ1 是一致最终有界的.
由于 P > 0, 则

V1 =
1
2
xxxTPxxx ≥ 1

2
λmin (P ) ‖xxx‖2

2 (15)

因此

min
‖xxx‖2=ρ

V1 =
1
2
λmin (P ) ρ2 (16)

由式 (11) 和 QR > 0, 得:

V̇1 ≤ −‖xxx‖2

2 · λmin (QR) + ‖xxx‖2 · ‖P‖2 · ‖δ‖2 (17)

则当 xxx ∈ ∑
=

{
xxx|V̇1 (xxx) ≥ 0,xxx ∈ Rn

}
时, 有:

‖xxx‖2 ≤
‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)
(18)

由于 P > 0, 则

V1 =
1
2
xxxTPxxx ≤ 1

2
λmax (P ) ‖xxx‖2

2 (19)

因此根据式 (18) 和式 (19), 得:

max
xxx∈∑ V1 =

1
2
λmax (P )

(‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)

)2

(20)

根据式 (12)、式 (13)、式 (16) 和式 (20), 以及
部分变量 ξ1 的收敛域, 得系统部分变量 ξ1 的理想

的最终边界

µ ≤ ρ =

√
λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)

¤
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注 2. 定理 2 研究了系统部分变量的一致最终
有界性, 并揭示了系统部分变量理想的最终边界与
系统特征矩阵 A 和不确定项边界 δ 之间的潜在关

系. 由于实际系统存在各种不确定因素, 难于实现真
正意义的渐近稳定, 因此定理 2 关于系统部分变量
与预定目标偏差的实用稳定性研究更具现实意义.
注 3. 由于任一矩阵都可以分解为对称矩阵和

反对称矩阵之和, 定理 2 采用正定矩阵和反对称矩
阵构造了广义正定矩阵 Q. 这使系统部分变量一致
最终有界的条件更为明晰.
注 4. 对于确定性系统, 定理 2 中的 δ 为零, 理

想的最终边界为零, 并且定义 1 中部分变量的最终
边界 b 随时间增加不断减小, 满足 limt→∞ ε = 0, 则
定理 2 转化为判断系统渐近稳定的定理.
注 5. 由式 (5) 和式 (6) 可得 PA + ATP =

−2QR. 这表明李雅普诺夫方程为式 (5) 特例. 由于
式 (5) 不再要求 Q 正定, 且更为简洁, 因此更适用
于求解控制.

2.2 渐近稳定性

本小节主要研究系统 (1) 在 t1 + λ < t ≤ t1 + τ

时间段的渐近稳定性.
选择状态目标

θ =
[

0 · · · 0 θ1 · · · θ2n1

]T

∈ Rn (21)

其中, n ≥ 3n1, θi (i = 1, · · · , 2n1) 为不确定元素.
则无论 [ θ1 · · · θ2n1

]T 是空间的一点还是一个
不变流形, 只要系统状态渐近稳定于 θ, 系统部分变
量 ξ1 就渐近稳定于原点.
由于在 t1 + λ < t ≤ t1 + τ 时间段 dwww

dt
= 0, 则

以未知常矢量 ccc 替代不确定项, 即

ccc =
[

c1 · · · cn1 0 · · · 0
]T

= www (t) (22)

定理 3. 对于系统 (1), 若描述系统特征的矩阵
A 满足以下条件:

1) 系统特征矩阵 A 的形式为

A = −
[

A11 A12

]
(23)

其中, A11 ∈ Rn×(n−2n1), A12 ∈ Rn×2n1 , 并且

A12 =




−A1 0n1×n1

0(n2−n1)×n1 0(n2−n1)×n1

A2 A3

0n1×n1 0n1×n1


 (24)

式中, A1 ∈ Rn1×n1 , A2 ∈ Rn1×n1 , A3 ∈ Rn1×n1 ,
A1, A3 满秩;

2) 李雅普诺夫稳定条件

PA = −Q = − (QR + QJ) (25)

其中, P > 0, Q 为广义正定矩阵, 正定对称矩阵 QR

> 0, 反对称矩阵 QJ = −QT
J .

因此, 在 t1 + λ < t ≤ t1 + τ 时间段, 系统 (1)
的部分变量 ξ1 具有渐近稳定性.

证明. 选择能量函数

V2 = V2 (xxx) =
1
2

(xxx− θ)T P (xxx− θ) (26)

其中, P > 0. 选择状态目标 θ 为下列方程组的解

−A1




θ1

...
θn1


 =




c1

...
cn1


 (27)

A2




θ1

...
θn1


 + A3




θn1+1

...
θ2n1


 =




0
...
0


 (28)

由于 A1, A3 满秩, 式 (27) 和式 (28) 给出了
2n1 个独立方程, 则 θi (i = 1, · · · , 2n1) 存在关于 ci

(i = 1, · · · , n1) 的唯一解, 因此 dθ
dt

= 0.
根据式 (21)、式 (22)、式 (27) 和式 (28), 存在

ccc =


 A11

−A1 0n1×n1

0(n2−n1)×n1 0(n2−n1)×n1

A2 A3

0n1×n1 0n1×n1


θ (29)

其中, A11 ∈ Rn×(n−2n1), n ≥ 3n1, n2 = n − 2n1,
则由式 (23) 和式 (24) 得:

ccc = −Aθ (30)

由式 (26) 和 dθ
dt

= 0, 得 V2 的导数

V̇2 =
(

dV2

dxxx

)T

ẋxx = (xxx− θ)T Pẋxx (31)

则根据式 (1) 和式 (22), 可得:

V̇2 = (xxx− θ)T P (Axxx + ccc) (32)

将式 (30) 代入式 (32), 有

V̇2 = (xxx− θ)T PA (xxx− θ) (33)

则根据式 (25), 可得:

V̇2 = − (xxx− θ)T (QR + QJ) (xxx− θ) (34)
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由于 QJ = −QT
J , 即 (xxx− θ)T QJ (xxx− θ) = 0, 则能

量函数 V2 的导数为

V̇2 = − (xxx− θ)T QR (xxx− θ) (35)

由于 QR > 0, 根据李雅普诺夫稳定原理可得结
论: 系统状态渐近稳定于 θ, 即系统部分变量 ξ1 渐

近稳定于原点. ¤
注 6. 通过选择带有未知参数的能量函数, 定理

3 解决了一类缺乏明确平衡点的系统的部分变量稳
定性问题, 给出了系统部分变量的稳定条件. 对于具
有明确平衡点的系统, 能量函数中未知参数为零, 定
理 3 还原为一般稳定性定理.

注 7. 定理中分块矩阵 A12 由 A1, A2, A3 和零

矩阵构成, 其中: 1) A1 为系统所固有, 如式 (2) 中
的 pφ; 2) A2 通常选用正定矩阵, 保证能量函数的
衰减; 3) A3 可以通过设计反馈控制实现, 即电力传
动和电能变换系统中普遍采用的双闭环结构的外环

控制, 用于实现平衡点的估计; 4) 在实际系统中, 引
入不确定项的微分方程不含有平衡点的估计项, 如
式 (2) 中第一个微分方程不含有

∫ t

0
(Jω − Jω∗) dt,

因此右上角的分块矩阵选用零矩阵; 5) 矩阵 A1, A2,
A3 和零矩阵的构造是用于保证 θi (i = 1, · · · , 2n1)
和 ci (i = 1, · · · , n1) 存在唯一对应关系, 这些矩阵
的构造可以通过控制器的设计来完成.

3 非自治系统中控制器的设计

根据第 2 节的定理, 本节主要讨论如何针对非
自治系统设计反馈控制, 以镇定系统的部分变量.
考察一类具有不确定性的非自治系统

ẋxx = Exxx + Fuuu + www (t) (36)

其中, uuu ∈ Rn2 , E ∈ Rn×n, F ∈ Rn×n2 列满秩, 状
态 xxx 和不确定项www(t) 满足式 (1) 中定义.

3.1 控制器设计原理

针对系统 (36), 镇定部分变量 ξ1 的工作为: 根
据系统性能, 设计反馈控制 uuu = Kxxx, 使系统闭环特
征矩阵 E + FK 满足定理 2 和定理 3 中对矩阵 A

的要求.
定理 4. 对于系统 (36), 给定部分变量 ξ1 的允

许波动范围 γ, 若存在反馈控制

uuu = Kxxx (37)

满足如下条件:
1) 控制系数设计条件

E + FK = A (38)

2) 系统闭环特征矩阵 A 的构造条件

A = −


 A11

−A1 0n1×n1

0(n2−n1)×n1 0(n2−n1)×n1

A2 A3

0n1×n1 0n1×n1




(39)
式中, A11 ∈ Rn×(n−2n1), A1 ∈ Rn1×n1 , A2 ∈
Rn1×n1 , A3 ∈ Rn1×n1 , A1, A3 满秩.

3) 李雅普诺夫稳定条件

PA = − (QR + QJ) (40)

其中, P > 0, QR > 0, QJ = −QT
J .

4) 部分变量边界条件
√

λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)
≤ γ (41)

则存在以下结论:
1) 系统的部分变量 ξ1 一致最终有界, 且存在初

始时刻 t0 和瞬态周期 T > 0, 当 t ≥ t0 + T 时, 满
足 ‖xxx (t0)‖2 < ∞⇒ ‖ξ1‖2 ≤ γ;

2) 在时间段 t1 + λ < t ≤ t1 + τ , 系统的部分变
量 ξ1 具有渐近稳定性.
证明. 由式 (36)∼ (38), 得:

ẋxx = Axxx + www (t)

由于式 (40) 满足定理 2 的条件, 则根据定理 2,
系统部分变量 ξ1 一致最终有界, 且理想的最终边界

µ ≤ ρ =

√
λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

λmin (QR)

根据式 (41) 所给出的部分变量边界条件, 一定存在
初始时刻 t0 和瞬态周期 T > 0, 当 t ≥ t0 + T 时,
满足 ‖xxx (t0)‖2 < ∞⇒ ‖ξ1‖2 ≤ γ.
由于式 (39) 中 A 满足定理 3 中矩阵 A 的构造

条件, 同时式 (40) 满足定理 3 中李雅普诺夫稳定条
件, 因此根据定理 3, 在时间段 t1 + λ < t ≤ t1 + τ ,
系统的部分变量 ξ1 具有渐近稳定性. ¤
注 8. 应用第 2 节的结论, 并采用文献 [19] 给

出的互联和阻尼配置技术, 定理 4 通过反馈控制, 配
置用于衰减能量函数的系统阻尼 (正定矩阵 QR), 在
不同时段, 将部分变量分别镇定到给定区域和原点.
注 9. 当系统的不确定项为非零扰动时, 该定理

转化为限制系统部分变量与预定目标的偏差的反馈

控制设计方案; 当系统的不确定项为零时, 该定理转
化为确定性系统的反馈控制设计方案; 当系统的不
确定项为满足线性增长界的零扰动时, 即 ‖www (t)‖ ≤
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κ ‖xxx‖, 其中 κ 为非负常数, 则只要构造矩阵 A 满足
√

λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · κ
λmin (QR)

≤ 1

该定理可转化为零扰动系统反馈控制设计方案.

3.2 控制器设计步骤

根据定理 4, 下面进一步给出配置系统闭环阻尼
的反馈控制器的设计步骤:
步骤 1. 选择待定控制参数矩阵K 的结构, 即

K =




k11 · · · k1n

...
. . .

...
kn21 · · · kn2n




中哪些元素为 0, 以及各元素之间的相互关系.
步骤 2. 根据 E + FK = A, 得到系统闭环特

征矩阵 A.
步骤 3. 若矩阵 A 满足式 (39), 转步骤 4; 否则,

返回步骤 1.
步骤 4. 选择正定矩阵 P , 并计算矩阵 P 的最

大和最小特征值 λmax (P ) 和 λmin (P ).
步骤 5. 根据 PA = − (QR + QJ), 得含待定控

制参数的矩阵 QR.
步骤 6. 计算矩阵QR 的最小特征值 λmin (QR),

其中 λmin (QR) 是以待定控制参数为自变量的函数.
步骤 7. 根据

√
λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

γ
≤ λmin (QR)

求解控制参数设计条件.
步骤 8. 若控制参数设计条件不矛盾, 转步骤 9;

否则, 返回步骤 4.
步骤 9. 根据参数设计条件, 设计控制参数.
步骤 10. 根据 uuu = Kxxx, 得反馈控制.

4 永磁同步电机的应用实例

4.1 控制器设计

面贴式永磁同步电机由式 (2) 描述, 其中 ω 为

角速度, id 和 iq 为 dq轴电流, ud 和 uq 为 dq轴定子
电压. 电机参数: rs = 0.144Ω, J = 0.2059 kg ·m2,
p = 2, φ = 0.972Wb, L = 1.6mH. TL 满足 0 ≤ TL

≤ T ∗, T ∗ = 20 N ·m. 系统设计要求为: 磁场定向控
制策略 i∗d = 0, 电机转速控制目标 ω∗ = 150 rad/s,
电机转速 ω 允许波动范围为 ω∗ × 10%.
令系统状态

xxx =
[

x1 x2 x3 x4

]T

(42)

其中, x1 = Jω−Jω∗ = 0.2059 (ω − 150), x2 = Lid
= 0.0016id, x3 = Liq = 0.0016iq, x4 = 0.2059h ×∫ t

0
(ω − 150)dt, h 为常数.
令系统控制为

uuu =

[
ud + pLωiq

uq − pLωid − pφω∗

]
=

[
ud + 0.0032ωiq

uq − 0.0032ωid − 291.6

]
(43)

则永磁同步电机描述为 ẋxx = Exxx + Fuuu + www (t), 其中

E = −




0 0 −1 215 0
0 90 0 0

9.44 0 90 0
−h 0 0 0


 (44)

F =

[
0 1 0 0
0 0 1 0

]T

(45)

www (t) =
[
−TL 0 0 0

]T

, 0 ≤ TL ≤ 20 (46)

下面进行控制器设计. 选择控制参数矩阵

K = −
[

0 2 340 0 0
1 215k − 9.44 0 3 555 2 005k

]

(47)
其中 k 为待定控制参数. 则根据式 (38), 得:

A = −




0 0 −1215 0
0 2 430 0 0

1 215k 0 3 645 2 005k

−h 0 0 0




(48)
满足定理 4 中式 (39). 选择正定矩阵

P =




1 0 0.3 0.35
0 1 0 0

0.3 0 0.8 0.08
0.35 0 0.08 1.2




则 λmax (P ) = 1.5489, λmin (P ) = 0.5442.
根据 PA = − (QR + QJ), 并取 h = 582.25k,

得

QR = 1 215×


0.132k 0 0.381k − 0.05 0

0 2 0 0

0.381k − 0.05 0 2.1 0.66k − 0.055

0 0 0.66k − 0.055 0.132k



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则应用Matlab 得 QR 的特征值:

λ1 = 160.38k

λ2,3 = 1275.75 + 80.19k±
6.075

√
44 321− 9 972k + 23 405k2

由于 λ1 < λ3 时, k 无解, 则

λmin (QR) = 1 275.75 + 80.19k−
6.075

√
44 321− 9 972k + 23 405k2

由于电机转速的允许波动范围为 ω∗ × 10% =
15, 则 x1 允许波动范围 γ = 15J = 3.0885. 因此根
据 √

λmax (P )
λmin (P )

‖P‖2 · ‖δ‖2

γ
≤ λmin (QR)

其中, λmax (P ) = 1.5489, λmin (P ) = 0.5442, ‖P‖2

= λmax (P ), ‖δ‖2 = 20, γ = 3.0885, 得:

23 231k2 − 15 442k + 1389 ≤ 0

即 0.107 ≤ k ≤ 0.557.
取 k = 0.107, 则 h = 582.25k = 62.3, 因此根

据式 (37)、式 (42)、式 (43) 和式 (47), 得:
[

ud + 0.0032ωiq

uq − 0.0032ωid − 291.6

]
=

[
0 −2 340 0 0

−120.6 0 −3 555 −214.5

]




0.2059 (ω − 150)
0.0016id

0.0016iq

12.8
∫ t

0
(ω − 150) dt


 (49)

则控制器为
[

ud

uq

]
=

[
0

24.8 (150− ω) + 2 746
∫ t

0
(150− ω) dt

]
+

[
−3.7id − 0.0032ωiq

−5.7iq + 0.0032ωid + 291.6

]
(50)

4.2 仿真结果

为了进一步验证所得系统部分变量稳定性结

论的有效性和实用性, 针对所给面贴式永磁同步电

机, 采用式 (51) 所描述的镇定电机转速 (即转子角
速度) 的控制, 在 Matlab/Simulink 下构建仿真系
统. 如图 1 所示, 仿真系统包括: 三相逆变器 (DC
和 Inverter)、永磁同步电机 (PMSM)、负载转矩
(Torque)、电机物理量检测 (Measure)、电机转子
角度标准化处理 (Normalize)、Clark 和 Park 变换
(Conversion)、控制器 (Controller)、空间矢量脉宽
调制器 (SVM)以及系统状态和负载转矩 (ω, iq, TL)
波形的显示.

图 1 系统的结构

Fig. 1 Scheme of the system

图 2 给出了加到电机上的负载转矩波形. 负
载转矩在 0.4 s 时由 0N·m 突变到 20N ·m; 在 0.8 s
时, 由 20N ·m 突变到 0N ·m; 在 1.2 s∼ 1.6 s 间随
机扰动.

图 2 负载转矩 TL

Fig. 2 Load torque TL

图 3 给出了转子角速度仿真波形. 仿真结果显
示: 在突加负载转矩时, 转子角速度的跌落并不明
显. 仿真结果表明: 转矩扰动对系统状态产生影响,
但控制方案对转矩扰动具有鲁棒性.
图 4 给出了负载转矩突变和随机扰动过程中

角速度暂态响应的局部放大波形. 仿真结果显示:
在转矩扰动条件下, 角速度被控制在 149 rad/s 到
151 rad/s 之间, 具有较高的控制精度; 在转矩稳定
时段, 角速度被控收敛于给定值. 仿真结果表明: 在
转矩扰动条件下, 所提控制方案将系统部分变量 (角
速度) 有效地镇定到给定运行区域; 并且在转矩稳定
(但未知) 时, 系统部分变量 (角速度) 具有渐近稳定
性.
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图 3 转子角速度 ω

Fig. 3 Rotor angular velocity ω

图 4 转子角速度的局部放大

Fig. 4 Zoom on rotor angular velocity

图 5 给出了系统其他变量 (q 轴电流). 仿真结
果表明: q 轴电流被控适应转矩的变化, 以实现系统
状态稳定于式 (21) 给出的未知控制目标. 同时仿真
结果显示: q 轴电流存在一定幅度 “毛刺”, 这一 “毛
刺” 的频率与逆变器开关器件的频率相等. 这与实
际系统的实测结果是一致的. 产生这一 “毛刺” 的原
因在于: 实际系统中, 加到电机上的电压是脉宽调制
电压, 而非理想的正弦电压. 尽管滤除 “毛刺” 可以
改善控制器的输出波形, 但这种做法将背离系统实
际情况, 导致系统性能变坏.

图 5 q 轴电流 iq

Fig. 5 q-axis electric current iq

目前的研究并未考虑负载转矩扰动对系统部分

变量的瞬时影响,其结果如文献 [20]的仿真所示: 在
转矩突变时, 瞬间出现约 30% 的角速度跌落. 与之
相比, 本文给出的控制方案, 将系统部分变量 (角速
度) 有效地控制在给定运行区域, 确保了系统的鲁棒
性, 避免了这种角速度瞬间大跌落. 由于这种角速度
瞬间大跌落在实际应用中具有极大的破坏性, 因此
本文给出的控制方案更具实用性.

5 结论

本文针对缺乏明确平衡点的不确定系统, 研究
了系统部分变量的运动稳定性, 给出了部分变量一
致最终有界和渐近稳定的条件. 通过配置系统闭环
阻尼, 实现了部分变量一致最终有界和渐近稳定的
有机结合. 所开展的研究工作提高了系统对外部不
确定影响的适应性, 改善了系统部分变量的控制性
能, 解决了工业应用中普遍存在的部分变量镇定问
题. 本文的研究消除了系统控制目标具有确定性的
条件限制, 对进一步研究不确定系统具有一定参考
价值.
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