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输入变量关联约束对约束优化

控制的影响特性分析

罗雄麟 1 周晓龙 1 王书斌 1

摘 要 过程工业控制中除了存在常见的输入变量和输出变量幅值高低

限约束, 由于工艺或者控制的需要也可能具有关于输入变量线性函数的

关联约束. 不同约束条件之间的矛盾可能会造成约束条件无法全部满足,

失去了实施预测控制的基础. 从凸体顶点角度, 将具有输入关联约束的

约束优化控制的可行性判定转化为凸多面集是否非空的问题. 为保证具

有输入关联约束预测控制的有效实施, 本文将输入关联约束纳入到预测

控制控制律的求解当中. 基于 Newton 控制框架, 考虑具有输入关联约

束条件下, 得到基于区间控制思想的预测控制律的解析表达式, 从而分析

输入关联约束条件对控制的影响. 通过典型系统模型的控制仿真实验, 验

证以上方法的有效性.
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Abstract The constraints of input and output variables com-

monly exist in the chemical process control. These constraints

are high-low limits of input variable, input variable variation and

output variable. For the requirement of process or control, there

may be a few related constraints of input variable. The incon-

sistency in different constraints cannot make all the constraints

satisfied, which will lose the basis of implementation of model

predictive control (MPC). From the view of polyhedral pole, the

feasibility analysis of constrained optimal control is transformed

into whether the convex polyhedron is empty or not. Based on

the Newton control framework, for linear system with the related

constraints of input variables, the analytical solution of control

law of constrained predictive control based on zone control is

deducted. The control law can be used to discuss the impact

of related constraints on control. Simulation results of a typical

system control problem show the effectiveness of the proposed

methods.
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随着现代工业的快速发展, 对过程控制的要求不断提高,

除了对输入约束的幅值方约束之外, 可能对输入变量的线性

函数关系式提出幅值约束, 各输入变量相互制约, 即输入关

联约束. 预测控制凭借将输入和输出变量的约束条件纳入

其求解控制律的优化问题这一显著优势, 在石化、炼油、矿

冶、造纸、航空等领域得到成功应用[1−6]. 对于输入约束为

方约束的预测控制, 主要采用引入逻辑变量法[7−8]、线性规

划法[9−11]、几何曲线法[12] 等, 但是这些预测控制算法大都

只是考虑到了对输入方约束条件的处理, 对存在输入关联约

束的情况则鲜有研究. 不同约束条件之间的矛盾可能会造成

约束条件无法全部满足, 优化控制器无可行解, 给实际生产

造成负面影响. 而且, 由于约束优化问题无可行解, 也就失去

了实施预测控制的基础. 即使实施再先进的控制策略也是徒

劳. 因此, 约束优化问题可行是系统可控的先决条件, 考察约

束优化控制的可行性问题是实施预测控制前应解决的首要问

题.

文献 [13] 从欧氏空间角度分析了有约束多目标多自由度

优化 (Constrained multi-objective multi-degree of freedom

optimization, CMMO) 问题的可行性, 但是具体算法理解困

难, 实现复杂. 本文拟从凸体顶点角度出发, 在实施预测控制

之前进行具有输入关联约束的约束优化控制可行性判定, 分

析输入关联约束对约束优化控制可行性的影响. 基于预测控

制滚动优化特性, 将输入关联约束纳入到预测控制控制律优

化求解当中. 基于 Newton 控制框架[14−15], 针对存在输入关

联约束的区间预测控制推导状态反馈控制律的解析形式, 以

此分析输入关联约束条件对预测控制控制律的影响.

1 具有输入关联约束的约束优化问题的可行性分

析

1.1 输入关联约束对约束优化问题可行性影响

假设被控系统输入变量为 u1, u2, · · · , um, 输出变量为

y1, y2, · · · , yr. k 时刻在对输入变量的硬约束中, 将直接具有

幅值高低限约束的 s (s ≤ m) 个输入变量的下标集合记为 S,

有:

umin,i ≤ ui ≤ umax,i, i ∈ S (1)

其中, umin,i, umax,i 分别是输入变量的低限、高限. 从欧氏

空间角度可知, 此 s 个硬约束形成的凸多面体是边界面与坐

标轴平行或垂直的方体, 这些硬约束属于方约束. 此外, 由于

过程工艺或者控制的需要, 也可能存在对若干个输入变量的

线性函数的高低限约束, 设总个数为 f , 将 j (j = 1, · · ·, f)

个输入变量的线性函数关系式高低限约束化为矩阵不等式形

式, 有:




zmin,1

...

zmin,j

...

zmin,f




≤
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w11 · · · w1l · · · w1m

...
...

...

wj1 · · · wjl · · · wjm

...
...

...

wf1 · · · wfl · · · wfm







u1

...

ul

...

um




≤




zmax,1

...

zmax,j

...

zmax,f




(2)

记为矩阵和向量形式, 有:

zzzmin ≤ Wuuu ≤ zzzmax (3)

其中, W = {wji} ∈ Rf×m 为常数系数阵, zzzmin = [zmin,1,

· · · , zmin,f ]T, zzzmax = [zmax,1, · · · , zmax,f ]T ∈ Rf , 分别是线

性函数关系式的低限和高限. 于是, 此 f 个硬约束形成多个

与坐标轴有一定倾斜角度的平面, 对方约束的方体进行一系

列切割, 形成的凸多面体不再是所有边界面均与坐标轴平行

或垂直的方体. 例如, 某两输入系统对输入变量的方约束为

−1 ≤ u1 ≤ 1 和 −1 ≤ u2 ≤ 2, 在二维空间形成的输入空间

是 4 条边均与坐标轴平行或者垂直的四方形, 如图 1 (a) 所

示. 在此基础上, 若增加对两输入之和的关联约束 −1 ≤ u1

+ u2 ≤ 2.2, 则两条斜线对四方形进行切割, 形成的输入空间

是不规则的多边形, 如图 1 (b) 所示.

(a) 输入变量方约束

(a) Square constraints of input variables

(b) 输入变量约束相关

(b) Related constraints of input variables

图 1 输入变量方约束与关联约束的二维输入空间示意图

Fig. 1 Two-dimensional input space with square and

related constraints

假设稳定线性多变量系统输入 uuu ∈ Rm, 输出 yyy ∈ Rr,

系统输入输出传递函数模型为

yyy (s) = G (s)uuu (s) (4)

稳态增益阵为

G = {gji(s)|s=0} ∈ Rr×m

uuus = uuu (0), yyys = yyy (0) 分别表示输入输出的稳态值.

稳态条件下系统的输入输出可表示为

yyys = Guuus (5)

输入方约束、关联约束以及输出的约束条件为

uuumin ≤ uuu ≤ uuumax

zzzmin ≤ Wuuu ≤ zzzmax

yyymin ≤ yyy ≤ yyymax (6)

考虑如下约束优化问题: 在模型 (4) 和输入输出约束 (6) 的

条件下求解控制作用 uuu 使得目标函数 J 最小, 即

min J

s.t. yyy(z) = G(z)uuu(z)

uuumin ≤ uuu ≤ uuumax

zzzmin ≤ Wuuu ≤ zzzmax

yyymin ≤ yyy ≤ yyymax (7)

无论动态过程中 uuu 和 yyy 如何变化, 作为统一而必要的条件,

输入输出在到达稳态时都必须满足式 (4) 和式 (6) 的约束条

件, 这是过程可控的基本要求. 因此, 利用系统的稳态模型进

行可行性分析.

基于凸体几何角度, 设输入 uuu = [u1, · · · , um]T, 输出 yyy

= [y1, · · · , yn]T, 定义输入、输入关联和输出的约束空间分

别为

P (U) =
{
uuu = [u1, · · · , um]T |uuumin ≤ uuu ≤ uuumax

}

PZ (U) =
{
uuu = [u1, · · · , um]T |zzzmin ≤ Wuuu ≤ zzzmax

}

P (Y ) =
{
yyy = [y1, · · · , yn]T |yyymin ≤ yyy ≤ yyymax

}
(8)

并定义输入生成空间为

PY (U) =
{
uuu = [u1, · · · , um]T |yyymin ≤ Guuu ≤ yyymax

}
(9)

由于稳态增益 G 的线性特点, 输出的约束空间 P (Y ) 可转化

为与之对等的输入约束范围, 即输入生成空间 PY (U).

本文由欧氏空间凸体几何的角度考虑, 将约束优化控制

的可行性判定化为关于凸多面体相交的一系列优化问题.

1) 当无输入关联约束时, 仅需判断 P (U) 和 PY (U) 两

凸体的相对位置, 从而分析约束优化问题的可行性如图 2 所

示.

2) 当存在输入关联约束时, 情况变得复杂, 此时考察

具有输入关联约束的约束优化问题可行性的问题, 需判断

P (U), PZ(U) 和 PY (U) 三者是否相交的问题, 如图 3 所示.

文献 [16] 将两凸体相交转化为求两凸体之间的最短距

离, 以此判断约束优化问题是否可行. 此方法仅适合于无输

入关联约束情况, 针对三个凸体是否相交问题, 无法适用. 因

此提出一种解决具有输入关联约束可行性分析算法很有必

要.
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(a) 凸多面体不相交, 约束优化问题不可行

(a) Disjoint (The constrained optimization problem is infeasible.)

(b) 凸多面体相交, 约束优化问题可行
(b) Intersect with a deepness (The constrained optimization

problem is feasible.)

图 2 无输入关联约束二维空间示意图

Fig. 2 Two-dimensional space sketch map without related

constraint of input variables

(a) 凸多面体不相交, 约束优化问题不可行
(a) Disjoint (The constrained optimization

problem is infeasible.)

(b) PZ(U) 仅与 P (U) 相交, 约束优化问题不可行

(b) PZ(U) only intersects with P (U) (The constrained

optimization problem is infeasible.)

(c) PY (U) 仅与 P (U) 相交, 约束优化问题不可行

(c) PY (U) only intersects with P (U) (The constrained

optimization problem is infeasible.)

(d) PZ(U) 仅与 PY (U) 相交, 约束优化问题不可行

(d) PZ(U) only intersects with PY (U) (The constrained

optimization problem is infeasible.)

(e) P (U), PZ(U) 与 PY (U) 两两相交, 约束优化问题不可行

(e) P (U), PZ(U) and PY (U) intersect with each other

(The constrained optimization problem is infeasible.)

(f) 凸多面体相交, 约束优化问题可行

(f) Intersect with a common deepness (The constrained

optimization problem is feasible.)

图 3 具有输入关联约束二维空间示意图

Fig. 3 Two-dimensional space sketch map with related

constraints of input variables
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1.2 具有输入关联约束的约束优化问题可行性分析算法

定义 1. 已知 G 为稳定线性多变量系统的稳态增益阵,

P (U), PZ(U) 和 P (Y ) 分别为系统输入、输入关联和输出的

约束空间. 若存在某输入 uuu ∈ P (U) 且 uuu ∈ PZ (U), 使得 yyy

= Guuu ∈ P (Y ), 则称输入关联约束优化问题可行; 反之, 若对

任意输入 uuu ∈ P (U) 以及 uuu ∈ PZ (U), 均不能满足 yyy = Guuu

∈ P (Y ), 则称输入关联约束优化问题不可行.

根据定义 1, 输入关联约束优化问题可行等价于以下约

束空间非空:

Pv (uuu) = {uuu |uuu ∈ P (U) ,uuu ∈ PZ (U) , Guuu ∈ P (Y )} (10)

实质上, 非空的约束空间 Pv(uuu) 表示为图 3(f) 中 P (U),

PZ(U) 以及 PY (U) 共同相交部分.

记

N =




Im

−Im

W

−W

G

−G




∈ R2(m+f+r)×m

ccc =




uuumin

−uuumax

zzzmin

−zzzmax

yyymin

−yyymax




∈ R2(m+f+r)

则

Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc} (11)

由凸集的性质可知, 约束空间 Pv(uuu) 为凸多面集形式.

利用凸包的概念, 采用点集法表示 Pv (uuu) 为

coPv (uuu) =

{
uuu|uuu =

k∑
j=1

λjuuu
j ,

k∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0

}
(12)

其中, uuuj ∈ Pv (uuu) 是凸多面集 Pv(uuu) 的顶点坐标. 因此, 获

取凸多面集 Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc} 的关键在于求其顶点集合,

将输入关联约束优化问题的可行性分析可转化为求凸多面集

顶点的凸体几何问题. 下面给出约束空间 Pv(uuu) 顶点求取的

方法.

引理 1[17]. 凸多面集 T = {xxx|Axxx ≥ bbb} 非空的充分必要
条件是 A 和 bbb 可以分解为

A =

[
A1

A2

]
, bbb =

[
bbb1

bbb2

]
(13)

其中, A1 为 m × m 满秩方阵, bbb1 为 m 维列向量, 使得

A2A
−1
1 bbb1 ≥ bbb2.

引理 2[18]. 设凸多面集 T = {xxx|Axxx ≥ bbb}, 其中 A 为 r ×
m 矩阵, r > m, A 的秩为m, xxx0 为 T 的顶点的充分必要条

件是 A 和 bbb 可作以下列分解:

A =

[
A1

A2

]
, bbb =

[
bbb1

bbb2

]
(14)

使得 A1xxx0 = bbb1, A2xxx0 ≥ bbb2; 其中 A1 为m×m 方阵, 且 A1

的秩为m, bbb1 为m 维列向量.

将本文提出的约束空间 Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc} 中的 N

和 ccc 分解为

N =

[
N1

N2

]
, ccc =

[
ccc1

ccc2

]
(15)

其中, N1 为m×m 方阵, ccc1 为m 维列向量, 可以得到最多
(2m + 2f + 2r)!

m!(2f + 2r + m)!
个不同分解结果. 根据引理 1 所述, 判别

N1 是否为满秩方阵并使 N2N
−1
1 ccc1 ≥ ccc2 得到满足, 若所有

分解结果均不成立则约束空 Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc} 为空, 即

输入关联约束优化问题不可行; 若存在 N1 为满秩方阵并使

N2N
−1
1 ccc1 ≥ ccc2 同时得到满足时, 输入关联约束优化问题可

行, 设 ccc0 = N−1
1 ccc1, 则 N2N

−1
1 ccc1 ≥ ccc2 可表示为 N2ccc0 ≥ ccc2,

由于 N1 为满秩方阵, 所以 N1ccc0 = ccc1, 根据引理 2 可以确定

ccc0 = N−1
1 ccc1 为约束空间 Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc} 的一个顶点.

通过本文方法即可分析约束优化问题的可行性. 当约

束优化问题可行时可以确定约束空间 Pv (uuu) = {uuu|Nuuu ≥ ccc}
的所有顶点, 通过顶点凸组合能直接确定约束空间 Pv (uuu) =

{uuu|Nuuu ≥ ccc}, 即具输入关联约束的约束优化问题的可行区域.

有输入关联约束的约束优化问题的可行性分析算法步骤

如下:

步骤 1. 设 a1 = 1, a2 = 0, 根据已知的稳态增益阵G 和

常系数矩阵W , 输入方约束 uuumin, uuumax、输入关联约束 zzzmin,

zzzmax 以及输出约束 YYY min, YYY max, 由式 (11) 确定矩阵 N 和

向量 ccc.

步骤 2. 同时选取 N 和 ccc 中的任意 m 行组成子阵 N1

和 ccc1, 剩下部分组成子阵 N2 和 ccc2, 这样的选择的个数不会

超过 Cm
2(m+f+r), 即

amax =
(2m + 2f + 2r)!

m!(2f + 2r + m)!

步骤 3. 计算 N1 的秩. 若 rank(N1) = m, 转到步骤 4,

否则转到步骤 5.

步骤 4. 计算向量 ccc0 = N2N
−1
1 ccc1, 逐个比较 ccc0 和 ccc2 的

对应元素. 如果存在某一元素使 c0i < c2i, 则表示向量不等

式 N2N
−1
1 ccc1 ≥ ccc2 不成立; 若所有对应元素均有 c0i ≥ c2i, i

= 1, · · · , 2f +2r +m, 则表示N2N
−1
1 ccc1 ≥ ccc2 成立, 令 a2 ⇐

a2 + 1, 并获取顶点 J (a2) = N−1
1 ccc1.

步骤 5. 若 a1 < amax, 令 a1 ⇐ a1 + 1, 转到步骤 2, 重

新换取 N 和 ccc 新的分解; 若 a1 = amax, 转到步骤 6.

步骤 6. 若 a2 6= 0, 则约束空间 Pv(uuu) 为非空, 约束优化

问题可行, 共存在 a2 个顶点, 可行区域为这些顶点组成的凸

集.

2 具有输入关联约束的预测控制优化问题

2.1 预测控制中输入关联约束的处理

预测控制具有能够直接将约束纳入其求解最优控制律的

约束优化问题中的优势, 所以对输入关联约束进行适当处理,

将其纳入到预测控制控制律的求解当中, 形成顾及输入关联

约束的预测控制算法.

现考虑预测控制当前 k 时刻, 输入关联约束的矩阵和向

量形式为

zzzmin ≤ Wuuu (k) ≤ zzzmax (16)
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其中, uuu (k) = [u1 (k) , · · · , ul (k) , · · · , um (k)]T ∈ Rm 为 k

时刻的输入向量.

设预测控制的预测时域为 P , 控制时域为M . 由于预测

控制采用滚动优化的策略, 每一时刻的优化只顾及到当前及

未来的M 步的输入变量, 所以为了保证关联输入在给定约

束范围内, 需将控制时域M 内所有的输入变量 ûuu (k + i|k), i

= 0, · · · , M − 1 都必须满足输入关联约束条件, 如此滚动进

行, 即可保证输入关联约束有效性. 具体如下:

zzzmin ≤ Wûuu (k|k) ≤ zzzmax

zzzmin ≤ Wûuu (k + 1|k) ≤ zzzmax

...

zzzmin ≤ Wûuu (k + M − 1|k) ≤ zzzmax (17)

其矩阵形式为

ZZZmin ≤ EwÛUU(k) ≤ ZZZmax (18)

其中

ZZZmin =




zzzmin

...

zzzmin


 ∈ RfM , ZZZmax =




zzzmax

...

zzzmax


 ∈ RfM

Ew = diag{W, · · · , W} ∈ R(fM)×(mM)

ÛUU(k) =




ûuu(k |k )
...

ûuu(k + M − 1 |k )




每一时刻自动在线更新已知信息, 实时地将约束式 (18)

纳入预测控制的优化求解当中, 以保证具有输入关联约束预

测控制的有效在线实施.

2.2 具有输入关联约束的区间预测控制优化求解

假设预测控制采用如下线性时不变离散状态空间模型:

{
x̂xx(k + 1 |k ) = Gx̂xx(k |k ) + Huuu(k)

ŷyy(k |k ) = Cx̂xx(k |k )
(19)

其中, x̂xx(k + i |k ) ∈ Rn 表示 k 时刻对 (k + i) 时刻系统

状态的估计, x̂xx(k |k ) = xxx(k) 是系统当前时刻的状态; 输入

uuu(k) ∈ Rm 表示操纵变量; 输出 yyy(k) ∈ Rr 表示被控变

量, ŷyy(k |k ) = yyy(k) 是系统当前时刻的输出; 系数矩阵 G ∈
Rn×n, H ∈ Rn×m, C ∈ Rr×n.

在实际工业生产过程控制中, 对被控变量和操作变量的

要求往往并没有严格的设定值, 而是满足一定的区间范围即

可. 因此, 为实现这类有区间约束的预测控制, 引入优化变量

α 和 β, 如图 4 所示, 基于区间控制的预测控制器总是能够使

被控变量 yyy 满足区间约束条件 [yyymin, yyymax], 并尽可能地使其

在给定的期望控制区间 [εmin, εmax] 内.

于是, k 时刻采用的优化性能指标函数[19] 为

图 4 基于区间控制的预测控制图解

Fig. 4 MPC based on zone control

min V (k) =

P∑
i=1

[
‖ŷyy(k + i |k )− α̂(k + i |k )‖2Q1(i) +

∥∥∥ŷyy(k + i |k )− β̂(k + i |k )
∥∥∥

2

Q2(i)

]
+

M−1∑
i=0

‖∆ûuu(k + i |k )‖2R(i) (20)

其中, α̂(k + i |k ) ∈ Rr, β̂(k + i |k ) ∈ Rr 是为实现区间约束

而引入的需要求解的优化变量的估计值; Q1(i), Q2(i) ≥ 0,

R(i) ≥ 0 分别为输出、输入权重. 控制作用的增量 ∆uuu(k) =

uuu(k) − uuu(k − 1), 当 i ≥ M 时, ∆ûuu(k + i |k ) = 0.

对式 (19) 系统状态的预测表示为矩阵和向量形式



x̂xx(k + 1 |k )

x̂xx(k + 2 |k )
...

x̂xx(k + P |k )




=




G

G2

...

GP




xxx(k) +




H

GH H
...

...
. . .

GM−1H GM−2H · · · H

GMH GM−1H · · · GH + H
...

...
. . .

...

GP−1H GP−2H · · ·
P−M∑
i=0

GiH




×




ûuu(k |k )
...

ûuu(k + M − 1 |k )


 (21)

则对输出的预测表示为

ŶYY (k) = Sxxxx(k) + SUÛUU(k) = YYY 0(k) + SUÛUU(k) (22)

其中

Sx =




CG

CG2

...

CGP
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SU =




CH

CGH CH
...

...
. . .

CGM−1H CGM−2H · · · CH

CGMH CGM−1H · · · C(GH + H)
...

...
. . .

...

CGP−1H CGP−2H · · · C
P−M∑
i=0

GiH




ÛUU(k) =




ûuu(k |k )
...

ûuu(k + M − 1 |k )




YYY 0(k) =




yyy0(k + 1)
...

yyy0(k + P )


 = Sxxxx(k)

记

α̂(k) =




α̂(k + 1 |k )
...

α̂(k + P |k )


 , β̂(k) =




β̂(k + 1 |k )
...

β̂(k + P |k )




X̂XX(k) =




ÛUU(k)

α̂(k)

β̂(k)




Q1 = diag {Q1(1), Q1(2), · · · , Q1(P )}

Q2 = diag {Q2(1), Q2(2), · · · , Q2(P )}

R = diag {R(0), R(1), · · · , R(M − 1)}

fff =
[
−uuu(k − 1)T 01×m · · · 01×m

]T

∈ RmM

F =




Im

−Im Im

−Im Im

. . .
. . .

−Im Im



∈ R(mM)×(mM)

则性能指标函数可写为

V (k) =
∥∥∥ŶYY (k)− α̂(k)

∥∥∥
2

Q1
+

∥∥∥ŶYY (k)− β̂(k)
∥∥∥

2

Q2
+

∥∥∥FÛUU(k) + fff
∥∥∥

2

R
=

const + X̂XX(k)TΦX̂XX(k) + 2ΘTX̂XX(k) (23)

其中

Φ =




ST
U (Q1 + Q2) SU + FTRF −ST

UQ1 −ST
UQ2

−Q1SU Q1 0

−Q2SU 0 Q2




Θ = ΓYYY 0(k) + Ψfff, Γ =




ST
U (Q1 + Q2)

−Q1

−Q2




Ψ =




FTR

0rP×mM

0rP×mM


 ∈ R(mM+2rP )×mM

const 为常数, 对优化求解没有影响, 所以性能指标函数可记

为

J(k) = X̂XX(k)TΦX̂XX(k) + 2ΘTX̂XX(k)

系统的输入、输出约束条件

uuumin ≤ uuu ≤ uuumax, yyymin ≤ yyy ≤ yyymax (24)

以及对 α, β 的约束条件

yyymin ≤ α ≤ εmax, εmin ≤ β ≤ yyymax (25)

可分别表示为

D1X̂XX(k) ≤ ddd1, D2X̂XX(k) ≤ ddd2, D3X̂XX(k) ≤ ddd3, D4X̂XX(k) ≤ ddd4

(26)

其中

D1 =

[
ImM 0mM×rP 0mM×rP

−ImM 0mM×rP 0mM×rP

]

D2 =

[
SU 0rP×rP 0rP×rP

−SU 0rP×rP 0rP×rP

]

D3 =

[
0rP×mM IrP 0rP×rP

0rP×mM −IrP 0rP×rP

]

D4 =

[
0rP×mM 0rP×rP IrP

0rP×mM 0rP×rP −IrP

]

ddd1 =
[
uuuT

max, · · · ,uuuT
max,−uuuT

min, · · · ,−uuuT
min

]T

∈ R2mM

ddd2 =
[
yyyT

max − yyy0(k + 1)T, · · · , yyyT
max − yyy0 (k + P )T ,

−yyyT
min + yyy0 (k + 1)T , · · · ,−yyyT

min + yyy0 (k + P )T
]T

∈ R2rP

ddd3 =
[
εT
max, · · · , εT

max,−yyyT
min, · · · ,−yyyT

min

]T

∈ R2rP

ddd4 =
[
yyyT

max, · · · , yyyT
max,−εT

min, · · · ,−εT
min

]T

∈ R2rP

εmax, εmin 为控制区间的上、下边界.

将输入关联约束式 (18) 转化成不等式矩阵形式

D5X̂XX (k) ≤ ddd5 (27)

其中

D5 =

[
Ew 0fM×rP 0fM×rP

−Ew 0fM×rP 0fM×rP

]

ddd5 =

[
ZZZmax

−ZZZmin

]
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于是, 包括输入方约束及关联约束、输出约束预测控制的优

化问题可表示为如下标准的二次规划问题:

min
X̂XX(k)

J(k) =
1

2
X̂XX(k)T(2Φ)X̂XX(k) + 2ΘTX̂XX(k)

s.t.




D1

D2

D3

D4

D5




X̂XX(k) ≤




ddd1

ddd2

ddd3

ddd4

ddd5




(28)

求解此问题可获得最优解 XXX∗(k), 于是 UUU∗(k) = [ImM

0mM×rP 0mM×rP ]XXX∗(k). 当前 k 时刻, 只执行最优控制

序列 UUU∗(k) 的第一项, 下一时刻重新滚动计算优化问题, 反

复进行, 所以基于区间控制的预测控制的控制作用增量为

uuu∗(k) = [ Im 0m×(mM−m) ]UUU∗(k) =

[ Im 0m×(mM−m+2rP ) ]XXX∗(k) (29)

2.3 输入关联约束对预测控制优化求解的影响

预测控制存在约束限制时, 需要求解式 (28), 假设 k 时

刻被激活的约束表示为

Da
1X̂XX(k) = ddda

1 = UUUa
b −UUUa

0 = UUUa
b

Da
2X̂XX(k) = ddda

2 = YYY a
b − YYY a

0 = YYY a
b − Sa

xxxx(k)

Da
3X̂XX(k) = ddda

3 = αa
b

Da
4X̂XX(k) = ddda

4 = βa
b

Da
5X̂XX (k) = ddda

5 = ZZZa
b (30)

其中, 上标 a 表示被激活的约束, 下标 b 表示约束条件的边

界值. 假设当前 k 时刻被激活的式 (30) 的约束个数分别为

nu, ny, nα, nβ , nw. Da
i , ddda

i 分别是由 Di, dddi 中与激活约束

对应的行组成的, i = 1, · · · , 4. UUUa
b , YYY a

b , αa
b , βa

b , ZZZa
b 分别代

表被激活的输入、输出、α、β、输入关联约束条件的边界值,

可能是上界、下界或者为等式约束. 将上述约束条件写在一

起有:

AX̂XX(k) = CCCa (31)

其中

A =




Da
1

Da
2

Da
3

Da
4

Da
5




, CCCa =




UUUa
b

YYY a
b − Sa

xxxx (k)

αa
b

βa
b

ZZZa
b




约束的影响可通过对激活约束矩阵 A 进行域和零空间分解

来说明. 由于矩阵 A 是病态的, 采用基于 AT 列旋转的 QR

分解, 矩阵 A 的秩为 nr ≤ mM + 2rP , 有:

ATPA = QARA = [ Qy Qz ]

[
Ry

0

]
(32)

其 中, PA ∈ R(nu+ny+nα+nβ+nw)×(nu+ny+nα+nβ+nw)

是 通 过 交 换 单 位 阵 的 列 获 得 的 交 换 阵, QA ∈
R(mM+2rP )×(mM+2rP ) 是满足 QT

AQA = ImM+2rP 的正交

矩阵, Ry ∈ Rnr×(nu+ny+nα+nβ+nw) 是上三角矩阵, Qy

∈ R(mM+2rP )×nr 和 Qz ∈ R(mM+2rP )×(mM+2rP−nr) 是对

QA 进行行划分得到的矩阵.

式 (32) 两边左乘 QT
A, 可得:

PT
A AQy = RT

y , AQz = 0 (33)

因此, Qz 对应 A 的零空间的一组基. 于是, 整个XXX 空间由

值域和零空间两部分组成:

XXX = QyXXXy + QzXXXz (34)

其中, XXXy ∈ Rnr , XXXz ∈ RmM+2rP−nr . 于是, 可以对这两部

分分别求解, 然后再按照式 (34) 组合在一起成为XXX 的最优

解. 可以看到, XXXy 完全取决于当前激活约束集, 所以输入的

自由度为 (m− nr

M
).

1) XXXy 的求解. 将式 (34) 代入式 (31), 有:

AXXX = CCCa = AQyXXXy + AQzXXXz = AQyXXXy (35)

左乘 PT
A 可得:

RT
y XXXy = PT

ACCCa (36)

当 nr = nu + ny + nα + nβ + nw, 即矩阵 A 行满秩时, RT
y

是下三角方阵, 方程的解为

XXXy = R−T
y PT

ACCCa =

[By Ky Wy Zy Ly]




UUUa
b

YYY a
b − Sa

xxxx(k)

αa
b

βa
b

ZZZa
b




=

ByUUU
a
b + Ky [YYY a

b − Sa
xxxx(k)] + Wyαa

b + Zyβa
b + LyZZZ

a
b

(37)

其中, [By Ky Wy Zy Ly] 是对矩阵 R−T
y PT

A 做相应列划分得

到的. 只有在存在输入关联约束被激活时, 才会出现 LyZZZ
a
b

项. 当 nr < nx + ny + nα + nβ + nw 时, RT
y 是下梯形矩阵,

式 (36) 成为超定方程, 这一般对应不相交的激活集. 此时建

立划分:

RT
y =

[
RT

u

RT
l

]
, CCCa =

[
CCCau

CCCal

]
(38)

其中, RT
u ∈ Rnr×nr 对应矩阵 Ry 的上三角部分, RT

l ∈
R(nu+ny+nα+nβ+nw−nr)×nr 为余下的长方形矩阵, CCCau ∈
Rnr , CCCal ∈ R(nu+ny+nα+nβ+nw−nr)×nr 是对CCCa 相应的划

分. 于是通过解下三角形式的 RT
uXXXy = PT

ACCCau 可得到XXXy,

然后代入余下方程 RT
l XXXy = PT

ACCCal 来验证式 (36) 的可行

性. 若这一系列方程相容, XXXy 仍可用式 (37) 的形式表示, 此

时 [By Ky Wy Zy Ly] 对应矩阵 R−T
u PT

A 的列划分.

2) XXXz 的求解. XXXz 可通过在余下的自由度下最小化目

标函数得到. 将式 (34) 代入式 (23), 有:

V (XXXz) = const + 2ΘTQzXXXz + 2XXXT
y QT

y ΦQzXXXz +

XXXT
z QT

z ΦQzXXXz (39)
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求解
∂V (XXXz)

∂XXXz
= 0, 可得:

XXXz = −(QT
z ΦQz)

−1QT
z (Θ + ΦQyXXXy) (40)

于是, 按照式 (34) 将XXXy, XXXz 组合在一起得:

XXX = [−(ImM+2rP −BΦ)QyKySSS
a
x −BΓSx]xxx(k)−

BΓΨfff + (ImM+2rP −BΦ)QyByUUU
a
b +

(ImM+2rP −BΦ)QyKyYYY
a
b +

(ImM+2rP −BΦ)QyWyαa
b +

(ImM+2rP −BΦ)QyZZZyβa
b +

(ImM+2rP −BΦ)QyWyZZZ
a
b (41)

其中, B = Qz(Q
T
z ΦQz)

−1QT
z .

记 L =
[

ImM 0mM×rP 0mM×rP

]
, 于是有约束条

件时 UUU (k) 的解析解为

UUU(k) = [ ImM 0mM×rP 0(mM)×rP ]XXX(k) =

[−L(ImM+2rP −BΦ)QyKySSS
a
x − LBΓSx]xxx(k)−

LBΨfff + L(ImM+2rP −BΦ)QyByUUU
a
b +

L(ImM+2rP −BΦ)QyKyYYY
a
b +

L(ImM+2rP −BΦ)QyWyαa
b +

L(ImM+2rP −BΦ)QyZyβa
b +

L(ImM+2rP −BΦ)QyLyZZZ
a
b (42)

所以基于输入关联约束的区间预测控制律的解析解为

uuu(k) = [ Im 0m×(mM−m) ]UUU(k) =

Ka
1xxx(k) + Ka

2uuu(k − 1)+

dddu + dddy + dddα + dddβ + dddw (43)

Ka
1 对应状态反馈项, Ka

2 对应过去时刻的控制作用项, 二者

都是关于模型参数和控制调整参数以及激活约束的函数. 同

时引入了关于激活输入、输出、α、β、输入关联约束边界的

项 dddu, dddy, dddα, dddβ , dddw.

通过对具有输入关联约束区间预测控制解析解的分析,

可以得出当输入关联约束被激活时, 存在激活约束边界项 dddw

对控制律 uuu 进行修正, 以保证控制律 uuu 符合输入关联约束条

件; 当输入关联约束未被激活时, 控制律 uuu 中不存在激活约

束边界项 dddw, 预测控制的控制律 uuu 求解与无输入关联约束区

间预测控制求解无异.

3 仿真实验

考虑文献 [20] 中所描述的二元蒸馏过程的传递函数为

[
y1(s)

y2(s)

]
=




12.8e−s

16.7s + 1

6.6e−7s

10.9s + 1
−18.9e−3s

21s + 1

−19.4e−3s

14.4s + 1




[
u1(s)

u2(s)

]

其中, 传递函数中各变量已经过无量纲化处理, 取采样时间

为 4 min, 得到离散状态空间模型

xxx (k + 1) =




1.48 −0.55 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1.58 −0.63 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0




×

xxx (k) +




1 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 0




uuu (k)

yyy (k) =

[
2.1 −0.84 −0.43 0 −0.88 −1.73 1.82

0 0.58 0.99 −1.14 −1.3 −2.33 2.81

]
×

xxx (k)

设系统初始条件为输出 y1(0) = y2(0) = 0, 输入 u1(0) = 0.5,

u2(0) = 0.1. 控制要求为以 u1, u2 为操作变量, 控制输出的

约束范围 y1 ∈ [−3, 2], y2 ∈ [−1, 3], 系统的被控目标为 y1

∈ [−2.6,−1.2], y2 ∈ [0.6, 2], 对操作变量的约束条件为既有

方约束 u1 ∈ [−1, 0.6], u2 ∈ [−0.5, 0.8], 又有输入关联约束

(2u1 − u2) ∈ [−0.5, 1]. 在Matlab 软件平台上进行约束优化

控制可行性分析及预测控制仿真, 仿真结果分别如图 5 和图

6 所示.

采用本文约束优化问题可行性分析算法, 可分别确定本

例中操纵变量只有方约束及具有输入关联约束的稳态约束优

化问题是可行的, 图 5 给出的可行区域 Pv(uuu) 是由以下顶点

集合 Q 组成的凸多面体, 对比可以看出, 受输入关联约束条

件的限制, 系统约束优化控制的可行区域 Pv(uuu) 明显减小.

1) 操纵变量只具有方约束的顶点集合

Q =

{(
0.4141

−0.5000

)
,

(
0.3545

−0.5000

)
,

(
−0.5244

0.5624

)
,

(
−0.3107

0.1481

)
,

(
0.2606

−0.2023

)}

2) 操纵变量具有输入关联约束的顶点集合

Q =

{(
−0.1508

0.1984

)
,

(
−0.2201

0.0598

)
,

(
0.3308

−0.3385

)
,

(
0.2842

−0.4315

)
,

(
02606

−0.2023

)}

采用常规区间预测控制[19] 以及本文提出的具有输入关

联约束处理区间预测控制方法处理情况, 仿真结果分别如图

6 (a) 和图 6 (b) 所示. 由图 6 (a) 可以看出, 采用常规区间预

测控制算法, 虽然能实现常规输入输出变量的约束控制, 但

是针对输入关联约束处理无能为力, 从图 6 (a) 最后一个子图

可以看出, 关联输入明显超出给定约束范围. 采用本文方法,

由图 6 (b) 可以看出, 在保证被控变量区间控制的同时, 输入

方约束与关联约束条件均得到满足, 验证了算法的有效性.
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(a) 没有关联输入约束的可行域 Pv(u)
(a) Feasible region Pv(u) for system without related

constraints of input variables

(b) 有关联输入约束的可行域 Pv(u)
(b) Feasible region Pv(u) for system with related

constraints of input variables

图 5 约束优化问题可行区域仿真

Fig.5 Simulation results of feasible region for
constrained optimal problem

模型具有输入约束情况下的所有输入约束条件形成的二

维输入空间, 如图 7 (a) 所示; 具有输入关联约束的区间预测

控制输入轨迹, 如图 7 (b) 所示. 预测控制之所以能够处理输

入关联约束, 本质上是由于存在激活输入关联约束边界项 dddw

对控制律 uuu 在线进行修正. 由图 7 (b) 可以看出, 每个时刻预

测控制的控制律 uuu 动态变化, 当逼近于关联约束边界时, 由

于激活约束边界项的修正作用, 并未超出约束边界. 整个过

程中输入方约束与关联约束均得到满足, 输出稳定在给定值

上, 取得了理想的控制效果, 验证了预测控制处理输入关联

约束的有效性.

4 结论

针对输入关联约束问题,分别从约束优化问题可行性,预

测控制实现输入关联约束, 输入关联约束对预测控制解析解

的影响分析依次展开.

1) 作为实施预测控制的基础, 本文基于线性系统稳态模

型, 从凸体顶点角度输入关联约束条件对约束优化控制可行

性的影响, 通过顶点的凸组合反映具有输入关联约束对可行

解区域的影响变化;

2) 考虑预测控制能够处理约束的特性, 提出处理输入关

联约束的解决方法, 通过典型系统的控制仿真实验验证了预

测控制处理输入关联约束的有效性;

3) 基于 Newton 控制框架思想, 针对具有输入关联约束

条件的区间预测控制, 推导出有约束激活时状态反馈控制律

的解析表达式, 存在激活约束边界项对控制律在线修正, 体

现出由于输入关联约束条件的存在对预测控制控制律的特性

影响.

(a) 未考虑关联输入约束的算法[19]

(a) Algorithm without related constraints of input variables[19]
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(b) 考虑关联输入约束的算法

(b) Algorithm with related constraints of input variables

图 6 输入关联变量的预测控制仿真

Fig. 6 Simulation results of MPC with related constraints of

input variables

(a) 含关联输入约束的二维输入空间

(a) Two-dimensional input space with related constraints of

input variables

(b) 考虑关联输入约束的预测控制输入轨迹
(b) Input traces for MPC with related constraint of

input variables

图 7 二维输入轨迹仿真

Fig. 7 Simulation results of two-dimensional input traces
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