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一类非线性系统的全局渐近

稳定和有限时间镇定

周映江 1 王 莉 1, 2 孙长银 1

摘 要 针对一类全矩阵形式的非线性系统, 研究其全局稳定性及有限

时间镇定问题. 首先, 全矩阵形式非线性系统被分成上三角形式和下三角

形式非线性系统的加和, 并针对下三角形式非线性系统, 利用加幂积分方

法, 自上而下地设计系统的全局稳定控制器; 其次, 在上面控制器作用下,

证明全矩阵形式系统在一个给定领域内是局部渐近稳定的; 最后, 运用自

下而上的顺序, 一种嵌套饱和方法被用到上述控制器中, 通过调节饱和

度, 使得闭环系统全局渐近稳定. 此外, 在适当的条件下, 可以得到全矩

阵形式非线性系统的全局有限时间稳定性.
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Abstract In this paper, the problems of global asymptotic

and finite-time stability of a class of nonlinear systems are con-

sidered. The control law is designed in the following three steps:

First, the full matrix form nonlinear system is divided into a

lower-triangular form plus a upper-triangular form. And for the

lower-triangular systems, the generalized adding a power inte-

grator technique is used to design the global stabilization con-

troller from top to bottom. Next, we proof that the whole system

is locally asymptotically stabile in a given region under the above

controller. Finally, a series of nested saturations are imposed on

the above controller. And by adjusting the saturation level, the

global asymptotic stability of the closed-loop systems is ensured.

In addition, we can also obtain the global finite-time stability of

the whole nonlinear system under appropriate conditions.
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无论从理论还是从实际应用角度, 本质非线性控制问题

一直都是控制界关注的热点和难点. 由于缺乏适当的工具及

方法, 依然还有很多本质非线性控制问题没有得到有效解决.

近些年来, 有很多文献关注下三角或者上三角形式非线性系

统, 但很少有文献研究全矩阵形式非线性系统的全局稳定情
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况.

本文考虑如下形式的非线性系统:

ẋ1 = d1(xxx)xp1
2 + f1(xxx)

ẋ2 = d2(xxx)xp2
3 + f2(xxx)

... (1)

ẋn−1 = dn−1(xxx)x
pn−1
n + fn−1(xxx)

ẋn = dn(xxx)upn + fn(xxx)

其中, xxx = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn, u ∈ R 分别是系统状态和

控制输入, 非线性项 di(xxx) 和 fi(xxx) 是不完全已知的函数,

di(xxx) ∈ C0, fi(xxx) ∈ C0, 并且指数 pi 是两个正整数的比值

(例如: p/q, p, q 是任意正奇整数).

在已有的关于非线性控制系统的研究中, 许多研究是

针对下三角形式的非线性系统 (常常是系统 (1) 中, pi = 1,

di = 1, fi(xxx) 满足下三角形式), 考虑其各种稳定性, 解决这

种问题的最经典方法是反步法[1−3]. 后来, 反步法被扩展到

pi ≥ 1 的情况下, 由此产生了加幂积分方法[4]. 其后, 在许

多学者的不懈努力下, 加幂积分方法的限制条件不断被突破,

并且对于 pi 的要求也在不断的降低
[5−7].

与此同时, 一些学者研究上三角非线性系统的控制问题.

当 pi = 1 和 di = 1 时, 有两种主要的方法, 李雅普诺夫控

制方法和嵌套饱和控制方法. 李雅普诺夫控制方法运用坐标

变换和李雅普诺夫函数去考虑系统的稳定性问题[8−9]. 文献

[10−11] 首次提出嵌套饱和控制方法, 然后, 根据饱和函数

的各种形式的扩展, 这个方法被用到非线性系统控制的各个

领域[12−15]. 并且当 pi ≥ 1 时, 上三角非线性系统的全局稳

定更具有挑战性. 文献 [16−17] 把李雅普诺夫控制方法和嵌

套饱和控制方法结合到一起, 弱化了指数和非线性项的限制,

因此, 可以处理更一般的非线性系统的稳定性问题.

然而, 尽管已经存在许多非线性控制方法, 但很少有文

章关注全矩阵形式非线性系统的控制问题. 综合下三角形式

及上三角形式系统的优点, 本文结合李雅普诺夫控制方法和

嵌套饱和控制方法, 考虑全矩阵形式非线性系统 (1) 的全局

渐近稳定性问题. 首先, 把全矩阵形式非线性系统分为一个

下三角形式系统加上一个上三角形式系统; 然后, 针对下三

角形式非线性系统, 运用扩展的加幂积分方法设计此系统的

全局稳定控制器; 其次, 证明全矩阵形式系统在一个给定区

域内是局部渐近稳定的; 最后, 一系列嵌套饱和函数将被整

合进上述控制器, 并且通过调节饱和度, 确保闭环系统全局

渐近稳定. 此外, 当下三角系统的齐次度为负时, 可以得到全

系统的全局有限时间镇定结果.

为方便起见, 定义XXXi = [x1, · · · , xi], i = 1, · · · , n, 这将

贯穿全文.

在本文中, 基于以下两个假设研究了非线性系统 (1) 的

全局稳定性.

假设 1. 当 i = 1, · · · , n 时, 以下不等式成立:

fi(xxx) = f1i(xxx) + f2i(xxx)

|f1i(xxx)| ≤ b1i(XXXi)(|x1|qi1 + · · ·+ |xi|qii), i = 1, · · · , n

|f2i(xxx)| ≤ b2i(xi+1, · · · , xn)(|xi+1|qi,i+1 + · · ·+ |xn|qin)

|f2n(xxx)| = 0, i = 1, · · · , n− 1
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则

|fi(xxx)| ≤ bi(XXXn)(|x1|qi1 + · · ·+ |xn|qin)

其中, b1i(XXXi) ≥ 0, b2i(xi+1, · · · , xn) ≥ 0 为光滑函数, qij 满

足:

qij =
piri+1

rj
> 0, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , i

qij >
piri+1

rj
> 0, i = 1, · · · , n− 1, j = i + 1, · · · , n

此处, ri > 0, i = 1, · · · , n, 定义如下: r1 = 1, ri+1 =

(ri + τ)/pi, i = 1, · · · , n, τ 为一常数.

注 1. 为方便起见, 本文中不妨假设 τ 是偶数与奇数的

比值, 例如 τ = τ1/τ2, 其中, τ1 是偶数, τ2 是奇数. 因此, 常

数 ri 是两个奇数的比值.

假设 2. 当 i = 1, · · · , n 时, d̄i > 0, di > 0, 且它们之间

满足以下关系: 0 < di ≤ di(xxx) ≤ d̄i, i = 1, · · · , n.

1 系统局部稳定性

首先利用文献 [7] 中的扩展加幂积分方法设计下三角形

式非线性系统的全局渐近稳定性, 然后, 利用齐次理论证明

系统 (1) 是局部稳定的.

具体来说, 在假设 1 和 2 条件下, 设计出下面控制器:

u = −βn

(
x

σ
rn
n − x

∗σ
rn
n

) rn+1
σ

(2)

其中, σ ≥ max1≤i≤n {ri}, ρ ≥ max1≤i≤n {τ + ri, σ}, x∗1 =

0, x∗i = −βi−1

(
x

σ/ri−1
i−1 − x

∗σ/ri−1
i−1

)ri/σ

, i = 2, · · · , n.

定理 1. 在假设 1 和 2 条件下, 存在光滑函数 β∗1 (·) 和控
制器 (2) 使得系统 (1) 局部渐近稳定. 当假设 1 中的参数 τ

小于零时, 闭环系统 (1) 和 (2) 是局部有限时间镇定的.

证明. 首先, 考虑如下系统, 设计出控制器 (2) 使得该系

统全局渐近稳定.

ẋ1 = d1(xxx)xp1
2 + f11(xxx)

ẋ2 = d2(xxx)xp2
3 + f12(xxx)

... (3)

ẋn−1 = dn−1(xxx)x
pn−1
n + f1,n−1(xxx)

ẋn = dn(xxx)upn + f1n(xxx)

这里, 使用的方法非常类似文献 [7] 里的控制器设计方法, 所

以推证部分省略, 只给出结果. 运用数学归纳法, 设计出第一

步的虚拟控制器, 再设计出第 k 步的虚拟控制器, 最后, 当

k = n + 1 时, 设计出最终的控制器为

u = xn+1 = x∗n+1 = −ξ
rn+τ

σ
n βpn

n (XXXn) =

− βpn
n (x

σ
rn
n + β

pn−1
n−1 (x

σ
rn−1
n−1 + · · ·+

βp2
2 (x

σ
r2
2 + βp1

1 x
σ
r1
1 ) · · · )) rn+τ

σ

容易得出: V̇n(XXXn) ≤ −∑n
i=1 ξ

2ρ
σ

i ≤ 0, 而 Vn(XXXn) =∑n
k=1

∫ xk

x∗
k

(sσ/rk − x
∗σ/rk
k )(2ρ−τ−rk)/σds 是正定李雅普诺夫

函数. 因此, 系统 (1) 和 (2) 是全局渐近稳定的.

接下来, 在假设 1 和 2 条件下, 当参数 τ 为正, 闭环系

统 (1) 是局部渐近稳定的, 但当参数 τ 为负时, 闭环系统

(1) 是局部有限时间稳定的. 在控制器 (2) 的作用下, 沿着

系统 (1) 对 Vn(XXXn) 求导可得: V̇n(XXXn) ≤ −∑n
i=1 ξ

2ρ
σ

i +

ω1(XXXn)f21(·) + · · · + ωn−1(XXXn)f2,n−1(·). 其中, ωi(XXXn) =
∂Vn(XXXn)

∂xi
, i = 1, · · · , n− 1.

根据文献 [17] 中的定义 1, 可以得到:

x∗i (ε
r1x1, · · · , εri−1xi−1) = εrix∗i (XXXi−1)

Vn(εr1x1, · · · , εrnxn) = ε2ρ−τVn(XXXn)

然后, 利用齐次系统理论, 可以得到:

ξi(ε
r1x1, · · · , εrixi) = εσξi(XXXi),

ωi(ε
r1x1, · · · , εrnxn) = ε2ρ−τ−riωi(XXXn) (4)

根据假设 1, 可以得到:

|f2i(xxx)| ≤ b2i(xi+1, · · · , xn)(|xi+1|
piri+1

ri+1 + · · ·+
|xn|

piri+1
rn )(|xi+1|qi,i+1−

piri+1
ri+1 + · · ·+ |xn|qin−

piri+1
rn )

定义

H1(XXXn) = ξ
2ρ
σ

1 + · · ·+ ξ
2ρ
σ

n

H2(XXXn) = ω1(XXXn)(|x2|
p1r2

r2 + · · ·+ |xn|
p1r2
rn ) + · · ·+

ωn−1(XXXn) |xn|
pn−1rn

rn (5)

由式 (4) 可以得到, H1(XXXn) 和H2(XXXn) 的齐次度为 k = 2ρ.

根据文献 [18], 容易证明存在一个正常数 c̄ 使得 H2(XXXn) ≤
c̄H1(XXXn), 把式 (5) 代入 V̇n(XXXn), 可得:

V̇n(XXXn) ≤ −H1(XXXn) + b2i(xi+1, · · · , xn)H2(XXXn)×
n−1∑
i=1

(|xi+1|qi, i+1−
piri+1

ri+1 + · · ·+ |xn|qin−
piri+1

rn ) ≤

c̄b2i(xi+1,· · · , xn)H1(XXXn)
n−1∑
i=1

(|xi+1|qi, i+1−
piri+1
ri+1 +· · ·+

|xn|qin−
piri+1

rn )−H1(XXXn)

(6)

由假设 1, 有 qij > piri+1/rj . 因此, 存在一个

区域 Ω = {XXXn |Vn(XXXn) ≤ λ0 } 使得所有的 XXXn ∈ Ω,∑n−1
i=1 (|xi+1|qi, i+1−piri+1/ri+1 + · · ·+ |xn|qin−piri+1/rn) ≤

1/2c̄ρ, 其中, λ0 > 0.

由式 (6), 容易得到, 对所有的 XXXn ∈ Ω, 有 V̇n(XXXn) ≤
−H1(XXXn)/2, 则可以得到闭环系统 (1)∼ (2) 是局部渐近稳

定的.

同样, 容易知道 V
2ρ/(2ρ−τ)

n (XXXn) 的齐次度是 k = 2ρ,

根据文献 [18] 中的引理 2.3, 可以容易地得到, 存在常数

c > 0, 使得 H1(XXXn) ≥ cV
2ρ/(2ρ−τ)

n (XXXn). 则可以得到:

V̇n(XXXn) ≤ −cV
2ρ/(2ρ−τ)

n (XXXn)/2, ∀XXXn ∈ Ω. 因此, 可以得

到, 当 τ < 0 时, 增益 2ρ/(2ρ− τ) ∈ (0, 1). 并且根据文献

[17] 的引理 2.1, 可以得到系统 (1) 是局部有限时间镇定的.

¤

2 非线性系统全局稳定性

为了解决闭环系统 (1) 的全局稳定问题, 整合了一系列

嵌套饱和函数和齐次控制器, 并且调整饱和度. 在假设 1 和 2
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条件下, 存在一个小常量 ϑ > 0 和增益 βi 设计下面控制器,

使得系统 (1) 全局稳定.

u = un(XXXn(t)) = −βnδ
rn+1

σ (x
σ

rn
n − u

σ
rn
n−1(XXXn−1)) (7)

其 中, i = 1, · · · , n − 1, u0 = 0, ui(XXXi(t)) =

−βiδ
ri+1/σ(x

σ/ri
i − u

σ/ri
i−1 (XXXi−1)),

δ(x) =

{
ϑsgn(x), ∀ |x| > ϑ

x, ∀ |x| ≤ ϑ

增益 βi 选取如下:

β0 = 0

β1 > max

{
β∗1 , 2

r2
σ

(
1 + 2d̄1

d1

) 1
p1

}
(8)

βi > max

{
2

ri+1
σ

(
4(1 + βi−1)αi−1 + 1 + 2d̄i

di

) 1
pi

, β∗i

}
,

i = 2, · · · , n

α1(β1) = σβ
σ
r2
1 (d̄1(1 + β1)

p1 + 1)

αj(β1, · · · , βj) =
σβ

σ
rj+1
j

rj
(1 + βj−1)

σ
rj−1×

(1 + d̄j(1 + βj−1)
pj ) + β

σ
rj+1
j αj−1(β1, · · · , βj−1),

(9)

j = 2, · · · , n− 1

显然, 式 (7) 的控制器 u = un(XXXn(t)) 的幅值在常量

βnϑrn+1/σ 的范围内. 并且由于 ϑ 可以取任意小的正常数,

所以控制器 (7)的幅值也可以任意小. 在证明主结论之前, 先

证明下面两个重要的引理.

引理 1. 考虑非线性系统 (1), 在控制器 (7) 作用下,

假设 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = 1, · · · , n, 存在一个常数

0 < ϑ1 < 1, 使得对任意 0 < ϑ < ϑ1, |fi(xxx)| ≤ ϑ
piri+1

σ 成

立.

证明. 由假设 1 可知, 对于任意的 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 +

βj−1), j = 1, · · · , n, 都有:

|fi(xxx)| ≤ bi(XXXn)((1 + β0)
qi1ϑ

qi1r1
σ + · · ·+

(1 + βn−1)
qinϑ

qinrn
σ ) =

bi(XXXn)((1 + β0)
qi1ϑ

(
qi1r1

σ
− piri+1

σ

)
+ · · ·+

(1 + βn−1)
qinϑ

(
qinrn

σ
− piri+1

σ

)
)ϑ

piri+1
σ

(10)

结合假设 1 和式 (8), 可得, qijrj/σ > piri+1/σ 和常量 βj ,

j = 0, · · · , n − 1. 并且可以很容易地取出常量 ϑ1 满足

0 < ϑ1 < 1, 0 < ϑ ≤ ϑ1 < 1, 使得:

bi(XXXn)((1 + β0)
qi1ϑ

(
qi1r1

σ
− piri+1

σ

)
+ · · ·+

(1 + βn−1)
qinϑ

(
qinrn

σ
− piri+1

σ

)
) ≤ 1

(11)

把式 (10) 代入 (11), 可知引理 1 是正确的. ¤
引理 2. 考虑非线性系统 (1), 假设 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 +

βj−1), j = i + 1, · · · , n, 在控制器 (7) 作用下, 对每个 i =

1, · · · , n − 1, 存在式 (9) 定义的函数 αi(β1, · · · , βi) 和一个

常数 0 < ϑ1 < 1, 使得对任意 0 < ϑ < ϑ1, 下式成立:
∣∣∣∣u

σ
ri+1
i (XXXi(t))− u

σ
ri+1
i (XXXi(t))

∣∣∣∣ ≤
αi(β1, · · · , βi)ϑ

σ+τ
σ (t̄− t), ∀t̄ ≥ t

(12)

证明. 运用数学归纳法来证明式 (12), 设常量 ϑ 满足

0 < ϑ ≤ ϑ1.

第一步.

已知 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = 2, · · · , n, 则对于 t ∈
[t, t], x1(t) 是一致连续的, ẋ1(t) 是有界的. 因此, 由 t0 = t

开始, 存在时间序列 tk, k = 1, · · · , N 使得
∣∣∣xσ/r1

1 (tk)
∣∣∣ = ϑ,

∣∣∣∣u
σ
r2
1 (x1(t̄))− u

σ
r2
1 (x1(t))

∣∣∣∣ ≤
N∑

k=0

∣∣∣∣u
σ
r2
1 (x1(tk))− u

σ
r2
1 (x1(tk+1))

∣∣∣∣
(13)

t0 = t, tN+1 = t̄ 如果对时间区间 [tk, tk+1] 里的

所有 t, 都有
∣∣∣xσ/r1

1 (t)
∣∣∣ ≥ ϑ, 则 x1(tk) 和 x1(tk+1) 有

同样的符号, 即 x
σ/r1
1 (tk) ≥ ϑ, x

σ/r1
1 (tk+1) ≥ ϑ 或

者 x
σ/r1
1 (tk) ≤ −ϑ, x

σ/r1
1 (tk+1) ≤ −ϑ, 容易得到∣∣∣uσ/r2

1 (x1(tk))− u
σ/r2
1 (x1(tk+1))

∣∣∣ = 0. 因此, 只需要考虑

当
∣∣∣xσ/r1

1 (t)
∣∣∣ ≤ ϑ, ∀t ∈ [tk, tk+1] 时, 时间区间 [tk, tk+1] 内

的情况.

考虑任一个时间区间 [t∗, t̄∗], 其中,
∣∣∣xσ/r1

1 (t)
∣∣∣ < ϑ. 由文

献 [7] 中的引理 A.1, 知:
∣∣∣∣u

σ
r2
1 (x1(t̄

∗))− u
σ
r2
1 (x1(t

∗))

∣∣∣∣ =

β
σ
r2
1 |xσ

1 (t̄∗)− xσ
1 (t∗)| ≤

σβ
σ
r2
1 |x1(t̄

∗)− x1(t
∗)|max

{
xσ−1

1 (t̄∗), xσ−1
1 (t∗)

} ≤
σβ

σ
r2
1 ϑ(1−r1)σ |x1(t̄

∗)− x1(t
∗)|

(14)

由 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = 2, · · · , n, 再加上引理 1, 可

得:
∣∣∣x1(t̄

∗)− x1( t−
∗)

∣∣∣ ≤
∫ t̄∗

t∗
|d1(xxx)xp1

2 (s) + f11(x(s)) + f21(x(s))|ds ≤

(d̄1(1 + β1)
p1 + 1)ϑ

p1r2
σ (t̄∗ − t−

∗) (15)

当 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = 2, · · · , n, 把式 (15) 代入式

(14), 有:
∣∣∣∣u

σ
r2
1 (x1(t̄

∗))− u
σ
r2
1 (x1(t

∗))

∣∣∣∣ ≤

σβ
σ
r2
1 (d̄1(1 + β1)

p1 + 1)ϑ
σ+τ

σ (t̄∗ − t∗)
(16)

此处, 设 α1(β1) = σβ
σ/r2
1 (d̄1(1 + β1)

p1 + 1). 由

于
∑N

k=0 (tk+1 − tk) = (t̄ − t), 结合式 (13) 和 (16),

则对于 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = 2, · · · , n, 有∣∣∣uσ/r2
1 (x1(t̄))− u

σ/r2
1 (x1(t))

∣∣∣ ≤ α1(β1)ϑ
σ+τ

σ (t̄− t)

归纳部分.
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假设第 i − 1 步成立, 即对于 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1),

j = i, · · · , n, 有:

∣∣∣∣u
σ
ri
i−1(XXXi−1(t̄))− u

σ
ri
i−1(XXXi−1(t))

∣∣∣∣ ≤
αi−1(β1, · · · , βi−1)ϑ

σ+τ
σ (t̄− t), ∀t ≤ t̄

(17)

下面将证明上述关系当 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = i +

1, · · · , n 时, 在第 i 步也成立.

类似于第一步的证法, 对于任意的终点 u
σ/ri+1
i (XXXi(t̄))

和 起 点 u
σ/ri+1
i (XXXi(t)), 存 在 时 间 序 列 tk, 使 得∣∣∣xσ/ri

i (tk)− u
σ/ri
i−1 (XXXi−1(tk))

∣∣∣ = ϑ, 且

∣∣∣∣u
σ

ri+1
i (XXXi(t̄))− u

σ
ri+1
i (XXXi(t))

∣∣∣∣ ≤
N∑

k=0

∣∣∣∣u
ω

ri+1
i (XXXi(tk))− u

σ
ri+1
i (XXXi(tk+1))

∣∣∣∣
(18)

其中, t0 = t, tN+1 = t̄. 在这种情况下, 类

似于第一步的证明, 对于时间区间 [tk, tk+1] 里的

任 意 时 间 t, 如 果
∣∣∣xσ/ri

i (t)− u
σ/ri
i−1 (XXXi−1(t))

∣∣∣ ≥ ϑ,

则

∣∣∣∣u
σ/ri+1
i (XXXi(tk))− u

σ/ri+1
i (XXXi(tk+1))

∣∣∣∣ = 0. 因

此, 只需要考虑时间区间 [tk, tk+1] 里, 下式成立,∣∣∣xσ/ri
i (t)− u

σ/ri
i−1 (XXXi−1(t))

∣∣∣ ≤ ϑ, ∀t ∈ [tk, tk+1]. 考虑当∣∣∣xσ/ri
i (t)− u

σ/ri
i−1 (XXXi−1(t))

∣∣∣ ≤ ϑ 时, 任意一个时间区间

[t∗, t̄∗] 的情况. 类似式 (14) 的证明,

∣∣∣∣u
σ

ri+1
i (XXXi(t̄

∗))− u
σ

ri+1
i (XXXi(t

∗))

∣∣∣∣ ≤

β
σ

ri+1
i

(∣∣∣∣x
σ
ri
i (t̄∗)− x

σ
ri
i (t∗)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣u

σ
ri
i−1(XXXi−1(t̄

∗))− u
σ
ri
i−1(XXXi−1(t

∗))

∣∣∣∣
)
≤

β
σ

ri+1
i

(∣∣∣∣u
σ
ri
i−1(XXXi−1(t̄

∗))− u
σ/ri
i−1 (XXXi−1(t

∗))

∣∣∣∣ +
σ

ri
×

|xi(t̄
∗)− xi(t

∗)|max
{
|xi(t̄

∗)| σ
ri−1 , |xi(t

∗)| σ
ri−1

}
) ≤

β
σ

ri+1
i ( σ

ri
(1 + βi−1)

σ
ri
−1

ϑ1− ri
σ |xi(t̄

∗)− xi(t
∗)|+∣∣∣∣u

σ
ri
i−1(XXXi−1(t̄

∗))− u
ς
ri
i−1(XXXi−1(t

∗))

∣∣∣∣
)

(19)

对于 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1), j = i + 1, · · · , n, 由引理 1 可

得:

|xi(t̄
∗)− xi(t

∗)| ≤∫ t̄∗

t∗

∣∣di(xxx)xpi
i+1(s) + f1i(x(s)) + f2i(x(s))

∣∣ds ≤

(d̄i(1 + βi)
pi + 1)ϑ

piri+1
σ (t̄∗ − t∗)

(20)

此外, 由于
∣∣∣xσ/ri

i (t)− u
σ/ri
i−1 (XXXi−1(t))

∣∣∣ ≤ ϑ, ∀t ∈ [t∗, t̄∗], 可

知:

|xi(t)| ≤ ϑ
rj
σ (1 + β

σ
ri
i−1)

rj
σ ≤ ϑ

rj
σ (1 + βi−1)

由上式和 |xj | ≤ ϑrj/σ(1 + βj−1) 可知, 归纳部分的假设条

件是可行的. 由于
∑N

k=0 (tk+1 − tk) = (t̄ − t), 把式 (17),

(19)和 (20)代入式 (18), 可知, 对于任意的 |xj | ≤ ϑrj/σ(1+

βj−1), j = i + 1, · · · , n, 有:

∣∣∣∣u
σ

ri+1
i (XXXi(t̄))− u

σ
ri+1
i (XXXi(t))

∣∣∣∣ ≤(
σβ

σ
ri+1
i
ri

(1 + βi−1)
σ
ri
−1

(d̄i(1 + βi)
pi + 1)+

β
σ

ri+1
i αi−1(β1, · · · , βi−1)

)
ϑ

σ+τ
σ (t̄− t)

设

αi(β1, · · · , βi) =

σβ

σ
ri+1
i
ri

(1 + βi−1)
σ
ri
−1

(d̄i(1 + βi)
pi + 1)+

β
σ

ri+1
i αi−1(β1, · · · , βi−1)

易知, 式 (12) 在第 i 步也是正确的. 归纳部分的证明就此完

成, 因此, 引理 2 也被证明完成. ¤
由引理 1 和 2, 可以证明下面的主定理.

定理 2. 在假设 1和 2作用下,存在一个常数 ϑ ∈ (0, ϑ1],

饱和控制器 (7) 使得非线性系统 (1) 全局渐近稳定.

证明. 分两步来证明: 首先, 证明在 βi 满足条件 (8) 下,

控制器 (7) 使得系统 (1) 的状态收敛到一个由饱和度参数 ϑ

决定的小区域内; 其次, 证明通过调节饱和度, 系统状态将进

入定理 1 里的吸引域, 下面用归纳法证明, 通过设置参数 ϑ

满足 0 < ϑ < ϑ1, 系统状态将一个个地进入一个包含原点的

小区域, 并保持在该区域.

第 一 步. 这 一 步 将 证 明 存 在 一 个 时 刻 t1, 使

得 对 所 有 的 t ≥ t1, 有: XXXn(t) ∈ Qn ={
XXXn :

∣∣∣xσ/rn
n (t)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))

∣∣∣ < ϑ
}

.

首先, 利用反证法, 证明存在一个时刻 t1, 使得对所有的

t ≥ t1 有:

∣∣∣x
σ

rn
n (t1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t1))

∣∣∣ ≤ ϑ

2

假 设 上 式 不 成 立, 则 对 任 意 t ≥ 0, 有∣∣∣xσ/rn
n (t)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))

∣∣∣ > ϑ/2. 有两种情况需要

讨论: 情况 1: x
σ/rn
n (t) − u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t)) > ϑ/2; 情况 2:

x
σ/rn
n (t) − u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t)) < −ϑ/2. 首先, 考虑情况 1, 当

t ≥ 0 时, 有:

ẋn(t) = fn(xxx)− βpn
n dn(xxx)×

δ
pnrn+1

σ (x
σ

rn
n (t)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t))) ≤

−βpn
n dn

(
ϑ
2

) pnrn+1
σ + ϑ

pnrn+1
σ = −unϑ

pnrn+1
σ

(21)

其中

un = −1 + βpn
n dn( 1

2
)

pnrn+1
σ ≥ −1+

4(1 + βn−1)αn−1(·) + 1 + 2d̄n

dn

dn( 1
2
)

pnrn+1
σ 2

pnrn+1
σ =

4(1 + βn−1)αn−1(β1, · · · , βn−1) + 2d̄n > 0

(22)

当 t ≥ 0 时, 有 xn(t) < xn(0) − unϑpnrn+1/σt, 结合式 (21)

和
∣∣∣uσ/rn

n−1 (XXXn−1(t1))
∣∣∣ ≤ β

σ/rn
n−1 ϑ, 对任意的 t ≥ 0, 有 ϑ/2 <

x
σ/rn
n (t)−u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t)) ≤ (xn(0)−unϑpnrn+1/σt)σ/rn +
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β
σ/rn
n−1 ϑ. 当时间趋于无穷时, 上式意味着 ϑ/2 < −∞,

容易发现情况 1 是不成立的. 同理可得, 情况 2 也是

不成立的. 总之, 存在一个时刻 t1, 对任意 t ≥ t1, 有∣∣∣xσ/rn
n (t1)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t1))

∣∣∣ ≤ ϑ/2.

下 面 将 继 续 使 用 反 证 法 证 明 下 式 成 立,∣∣∣xσ/rn
n (t)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))

∣∣∣ < ϑ, ∀t ≥ t1. 假设

上式不成立, 则至少有一个时刻 t∗1 > t1, 使得∣∣∣xσ/rn
n (t∗1)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t

∗
1))

∣∣∣ = ϑ.

具体地, 存在时刻 t1 ≤ t′1 < ∞ 和 t′1 < t∗1 < ∞ 使得:

x
σ

rn
n (t′1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

′
1)) =

ϑ

2
(23)

x
σ

rn
n (t∗1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1)) = ϑ (24)

ϑ

2
≤ x

σ
rn
n (t)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t)) ≤ ϑ, t ∈ [t′1, t

∗
1] (25)

或

x
σ

rn
n (t′1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

′
1)) = −ϑ

2
(26)

x
σ

rn
n (t∗1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1)) = −ϑ (27)

−ϑ ≤ x
σ

rn
n (t)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t)) ≤ −ϑ

2
, t ∈ [t′1, t

∗
1] (28)

首先, 考虑式 (23)∼ (25) 正确的情况, 并且证明其不可能. 结

合式 (25)和 ẋn(t) = fn(xxx)−βpn
n dn(xxx)δpnrn+1/σ(x

σ/rn
n (t)−

u
σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))), 可以得到 ẋn(t) < −unϑpnrn+1/σ, t ∈

[t′1, t
∗
1], 此处, un 在式 (22) 中定义. 由上式, 有:

unϑ
pnrn+1

σ (t∗1 − t′1) ≤ xn(t′1)− xn(t∗1) (29)

结合式 (23) 和
∣∣∣uσ/rn

n−1 (XXXn−1)
∣∣∣ ≤ β

σ/rn
n−1 ϑ, 当 rn/σ < 1 时,

有:

xn(t′1) ≤ (ϑ
2

+ β
σ

rn
n−1ϑ)

rn
σ ≤

(1 + β
σ

rn
n−1)

rn
σ ϑ

rn
σ ≤ (1 + βn−1)ϑ

rn
σ

(30)

类似地, 由式 (24), 有:

xn(t∗1) ≥ (ϑ− β
σ

rn
n−1ϑ)

rn
σ ≥

−(1 + β
σ

rn
n−1)

rn
σ ϑ

rn
σ ≥ −(1 + βn−1)ϑ

rn
σ

(31)

把式 (31) 和 (30) 代入式 (29), 有:

t∗1 − t′1 ≤ xn(t′1)− xn(t∗1)

unϑ
pnrn+1

σ

≤ 2

un
(1 + βn−1)ϑ

rn−pnrn+1
σ =

2

un
(1 + βn−1)ϑ

−τ
σ

(32)

而且, 由式 (29), 知道 xn(t∗1) ≤ xn(t′1), 即:

x
σ

rn
n (t∗1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1)) ≤

x
σ

rn
n (t′1)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

′
1))+

u
σ

rn
n−1(XXXn−1(t

′
1))− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1))

把式 (23) 和 (24) 代入式 (31), 有:

ϑ

2
≤

∣∣∣u
σ

rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1))− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

′
1))

∣∣∣ (33)

结合式 (25) 和
∣∣∣uσ/rn

n−1 (XXXn−1)
∣∣∣ ≤ β

σ/rn
n−1 ϑ, 有:

|xn(t)| ≤ (1 + β
σ

rn
n−1)

rn
σ ϑ

rn
σ ≤ (1 + βn−1)ϑ

rn
σ ,

t ∈ [t′1, t
∗
1] (34)

结合式 (34) 和引理 2 来估计式 (33), 有:

ϑ

2
≤

∣∣∣u
σ

rn
n−1(XXXn−1(t

∗
1))− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t

′
1))

∣∣∣ ≤
αn−1(β1, · · · , βn−1)ϑ

σ+τ
σ (t∗1 − t′1)

(35)

把式 (32) 代入式 (35), 有:

ϑ

2
≤ 2

un
(1 + βn−1)αn−1(β1, · · · , βn−1)ϑ (36)

另一方面, 把式 (8) 代入式 (22), 有:

un = −1 + dn

(
1

2

) pnrn+1
σ

βpn
n > −1+

dn

(
1

2

) pnrn+1
σ

2
pnrn+1

σ
4(1 + βn−1)αn−1(·) + 1 + 2d̄n

dn

>

4(1 + βn−1)αn−1(·)
(37)

由式 (36) 和 (37), 有: ϑ/2 ≤ 2/un(1 + βn−1)αn−1(β1, · · · ,

βn−1)ϑ < ϑ/2. 这将导致矛盾, 易知, 式 (23)∼ (25) 是不正

确的. 同理, 可以很容易地得出式 (26)∼ (28) 也是不正确的.

总之, 对任意的 t ≥ t1, 有
∣∣∣xσ/rn

n (t)− u
σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))

∣∣∣ <

ϑ, 也就是说, 对任意 t ≥ t1, 有: XXXn(t) ∈ Qn ={
XXXn :

∣∣∣xσ/rn
n (t)− u

σ/rn
n−1 (XXXn−1(t))

∣∣∣ < ϑ
}

.

归纳部分.

假设在第 i− 1 步, 存在 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ ti−1 和 t ≥ ti−1

满足:

XXXj(t) ∈
{

XXXj :

∣∣∣∣x
σ
rj

j (t)− u
σ
rj

j−1(XXXj−1(t))

∣∣∣∣ < ϑ

}
,

∀j = n− i + 2, · · · , n

(38)

证明在第 i 步结论同样成立. 类似于第一步的证

明, 对任意的 ti ≥ ti−1, 证明存在时刻 ti 满足:∣∣∣∣x
σ/rn−i+1
n−i+1 (ti)− u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(ti))

∣∣∣∣ ≤ ϑ/2.

假 设 上 式 不 成 立, 即 对 任 意 的 t ≥ ti−1,∣∣∣∣x
σ/rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(t))

∣∣∣∣ > ϑ/2. 同样存在

两种情况, x
σ/rn−i+1
n−i+1 (t) − u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) > ϑ/2 和

x
σ/rn−i+1
n−i+1 (t) − u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) < −ϑ/2, 首先考虑前

面这种情况, 根据假设, 可以得到估计的控制器如下:

u
pn−i+1
n−i+1 (XXXn−i+1(t)) = −β

pn−i+1
n−i+1 δ

pn−i+1rn−i+2
σ ×(

x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t))

)
<

−β
pn−i+1
n−i+1

(
ϑ
2

) pn−i+1rn−i+2
σ

(39)
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结合上式, 当 t ≥ ti−1 时, 有:

ẋn−i+1(t) = dn−i+1(xxx)u
pn−i+1
n−i+1 (·) + fn−i+1(·)+

dn−i+1(xxx)[x
pn−i+1
n−i+2 (t)− u

pn−i+1
n−i+1 (·)] ≤

−β
pn−i+1
n−i+1 dn−i+1

(
ϑ
2

) pn−i+1rn−i+2
σ + fn−i+1(·)+

dn−i+1(xxx)[x
pn−i+1
n−i+2 (t)− u

pn−i+1
n−i+1 (·)]

(40)

下面, 估计上式右边的每一项. 首先, 由式 (38), 有 |xj | <

(1 + βj−1)ϑ
rj/σ, j = n− i + 2, · · · , n. 结合引理 1, 有:

|fn−i+1(xxx)| ≤ ϑ
pn−i+1rn−i+2

σ , t ≥ ti−1 (41)

当 0 < pn−i+1rn−i+2/σ < 1 时, 由文献 [7] 中的引理 A.1, 易

得:

∣∣xpn−i+1
n−i+2 − u

pn−i+1
n−i+1

∣∣ =∣∣∣∣[x
σ

rn−i+2
n−i+2 ]

pn−i+1rn−i+2
σ −[u

σ
rn−i+2
n−i+1 ]

pn−i+1rn−i+2
σ

∣∣∣∣ ≤

21− pn−i+1rn−i+2
σ

∣∣∣∣x
σ

rn−i+2
n−i+2 −u

σ
rn−i+2
n−i+1

∣∣∣∣
pn−i+1rn−i+2

σ

≤
2ϑ

pn−i+1rn−i+2
σ

(42)

然而, 当 pn−i+1rn−i+2/σ > 1 时, 上面方法不可用. 这里, 假

定 pn−i+1rn−i+2/σ ∈ [η, η + 1), η ∈ Z+, 运用中值定理及文

献 [7] 里引理 A.1, 可以得到:

∣∣xpn−i+1
n−i+2 − u

pn−i+1
n−i+1

∣∣ =∣∣∣∣∣[x
σ

rn−i+2
n−i+2 ]

pn−i+1rn−i+2
σ − [u

σ
rn−i+2
n−i+1 ]

pn−i+1rn−i+2
σ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣x

σ
rn−i+2
n−i+2 − u

σ
rn−i+2
n−i+1

∣∣∣∣×
∣∣∣∣∣[x

σ
rn−i+2
n−i + 2 ]

pn−i+1rn−i+2
σ

−1

−

[u
σ

rn−i+2
n−i+1 ]

pn−i+1rn−i+2
σ

−1
∣∣∣∣∣ ≤ · · · ≤

∣∣∣∣x
σ

rn−i+2
n−i+2 −

u
σ

rn−i+2
n−i+1

∣∣∣∣
η

×
∣∣∣∣∣[x

σ
rn−i+2
n−i+2 ]

pn−i+1rn−i+2
σ

−η

−

[u
σ

rn−i+2
n−i+1 ]

pn−i+1rn−i+2
σ − η

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣x

σ
rn−i+2
n−i+2 − u

σ
rn−i+2
n−i+1

∣∣∣∣
η

21− pn−i+1rn−i+2
σ ×

∣∣∣∣x
σ

rn−i+2
n−i+2 − u

σ
rn−i+2
n−i+1

∣∣∣∣
pn−i+1rn−i+2

σ

− η ≤
2ϑ

pn−i+1rn−i+2
σ

(43)

当 t ≥ ti−1 时, 把式 (41)∼ (43) 代入式 (40), 可得:

ẋn−i+1(t) ≤ −(β
pn−i+1
n−i+1 dn−i+1

(
1

2

) pn−i+1rn−i+2
σ

−
1− 2d̄n−i+1)ϑ

pn−i+1rn−i+2
σ =

−un−i+1ϑ
pn−i+1rn−i+2

σ

(44)

其中, un−i+1 = β
pn−i+1
n−i+1 dn−i+1

(
1

2

) pn−i+1rn−i+2
σ

− 1 −
2d̄n−i+1.

并且由式 (8), 得到:

un−i+1 ≥ 4(1+βn−i)αn−i(β1,··· ,βn−i)+1+2d̄n−i+1
dn−i+1

dn−i+1−
1− 2d̄n−i+1 >

4(1 + βn−i)αn−1(β1, · · · , βn−i) > 0

(45)

对式 (44) 两边在区间 [ti−1, t] 上积分, 得: xn−i+1(t) ≤
xn−i+1(ti−1)− un−i+1ϑ

pn−i+1rn−i+2/σ(t− ti−1).

结合上式和 |un−i(XXXn−i)| ≤ βn−iϑ
rn−i+1/σ, 可以得到:

ϑ

2
< x

σ
rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) ≤

β
σ

rn−i+1
n−i ϑ + (xn−i+1(ti−1)−

un−i+1ϑ
pn−i+1rn−i+2

σ (t− ti−1))
σ

rn−i+1

上式意味着当时间趋于无穷时, ϑ/2 < −∞. 显而易见,

第一种情况是不可能发生的. 同理, 可以容易地得到第二

种情况也是不成立的. 总之, 肯定存在一个时刻 ti, 使得

x
σ/rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) < −ϑ/2 成立.

接下来, 运用反证法证明
∣∣∣xσ/rn−i+1

n−i+1 (t)− u
σ/rn−i+1
n−i ×

(XXXn−i(t))| < ϑ 成立. 假设其不成立, 即存在时刻 t′i < +∞
和 t∗i < +∞, 下式成立.

x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t′i)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

′
i)) =

ϑ

2
(46)

x
ω

rn−i+1
n−i+1 (t∗i )− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i )) = ϑ (47)

ϑ

2
≤ x

σ
rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) ≤ ϑ, t ∈ [t′i, t

∗
i ] (48)

或

x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t′i)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

′
i)) = −ϑ

2
(49)

x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t∗i )− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i )) = −ϑ (50)

−ϑ ≤ x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t)) ≤ −ϑ

2
,

t ∈ [t′i, t
∗
i ] (51)

同样, 先考虑式 (46)∼ (48) 的情况, 并且证明它们是不成立

的. 当 t ∈ [t′i, t
∗
i ], 结合式 (39), (41)∼ (43)和 (46), 对式 (44)

两边积分, 得:

un−i+1ϑ
pn−i+1rn−i+2

σ (t∗i − t′i) ≤ xn−i+1(t
′
i)− xn−i+1(t

∗
i )

(52)

结合式 (46) 和
∣∣∣uσ/rn

n−1 (XXXn−1)
∣∣∣ ≤ β

σ/rn
n−1 ϑ, 有: xn−i+1(t

′
i) ≤

(1 + βn−i)ϑ
rn−i+1/σ. 类似地, 由式 (47), 知: xn−i+1(t

∗
i ) ≥

−(1 + βn−i)ϑ
rn−i+1/σ. 把上式代入式 (52), 有:

t∗i − t′i ≤ 2

un−i+1
(1 + βn−i)ϑ

rn−i+1−pn−i+1rn−i+2
σ =

2

un−i+1
(1 + βn−i)ϑ

−τ
σ

(53)

此外, 由式 (44), 知道 xn−i+1(t
∗
i ) ≤ xn−i+1(t

′
i), 这意味着:

x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t∗i )− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i )) ≤ x

σ
rn−i+1
n−i+1 (t′i)−

u
σ

rn−i+1
n−i (XXXn−1(t

′
i)) + u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

′
i))−

u
σ

rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i ))
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把式 (46) 和 (47) 代入式 (52), 可得:

ϑ

2
≤

∣∣∣∣u
σ

rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

′
i))− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i ))

∣∣∣∣ (54)

另外, 结合式 (46) 和

∣∣∣∣u
σ/rn−i+1
n−i+1

∣∣∣∣ ≤ β
σ/rn−i+1
i ϑ, 当

t ∈ [t′i, t
∗
i ] 时, |xn−i+1(t)| ≤ (1 + βn−i)ϑ

rn−i+1/σ.

上式与式 (38) 结合, 则当 t ∈ [t′i, t
∗
i ] 时, 有: |xj(t)| ≤

(1 + βj−1)ϑ
rj/σ, j = n− i + 1, · · · , n.

已经假定 0 < ϑ < ϑ1 < 1, 则由上式知, 可以用引理 2

来估计下式.
∣∣∣∣u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

∗
i ))− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t

′
i))

∣∣∣∣ ≤
αn−i(β1, · · · , βn−i)ϑ

σ+τ
σ (t∗i − t′i)

(55)

把式 (53) 和 (55) 代入式 (54), 有: ϑ/2 ≤ 2/un−i+1(1 +

βn−i)αn−i(β1, · · · , βn−i)ϑ.

在式 (45) 中已经证明了

2

un−i+1
(1 + βn−i)αn−i(β1, · · · , βn−i) <

1

2

由此可得下面这个不等式: ϑ/2 ≤ 2/un−i+1(1 +

βn−i)αn−i(β1, · · · , βn−i)ϑ < ϑ/2. 很明显, 式 (46)∼ (48)

的情况不可能发生. 同理, 式 (49)∼ (51) 的情况也是不成立

的. 总之, 当 t ≥ ti 时, 有:

∣∣∣∣x
σ

rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ
rn−i+1
n−i (XXXn−i(t))

∣∣∣∣ < ϑ

这意味着, 当 t ≥ ti 时, XXXn−i+1(t) ∈ Qn−i+1 ={
XXXn−i+1 :

∣∣∣∣x
σ/rn−i+1
n−i+1 (t)− u

σ/rn−i+1
n−i (XXXn−i(t))

∣∣∣∣ < ϑ

}
.

上式与式 (38) 相结合, 可知当 t ≥ ti 时, XXXj(t) ∈ Qj

=

{
XXXj :

∣∣∣∣x
σ/rj

j (t)− u
σ/rj

j−1 (XXXj−1(t))

∣∣∣∣ < ϑ

}
, j = n − i +

1, · · · , n.

这就完成了归纳部分的证明.

最后一步.

根据上面的证明, 知道存在一个时刻 tn−1, 当 t ≥ tn−1

时, 有:

XXXj(t) ∈
{

XXXj :

∣∣∣∣x
σ
rj

j (t)− u
σ
rj

j−1(XXXj−1(t))

∣∣∣∣ < ϑ

}
,

j = 2, · · · , n (56)

上式结合 |uj−1(XXXj−1(t))| ≤ βj−1ϑ
rj/σ, 知当 t ≥ tn−1 时,

有: |xj(t)| ≤ (1+βj−1)ϑ
rj/σ, j = 2, · · · , n. 由引理 1 知, 当

t ≥ tn−1 时, 有: |f1(xxx)| ≤ ϑp1r2/σ.

此外, 运用文献 [7] 中引理 A.1 和式 (56), 当 t ≥ tn−1

时, 有:

|xp1
2 (t)− up1

1 (x1(t))| =∣∣∣∣(x
σ
r2
2 (t))

p1r2
σ − (u

σ
r2
1 (x1(t)))

p1r2
σ

∣∣∣∣ ≤

21− r2p1
σ

∣∣∣∣x
σ
r2
2 (t)− u

σ
r2
1 (x1(t))

∣∣∣∣
p1r2

σ

≤
2ϑ

p1r2
σ

根据上面的推理, 可以知道:

ẋ1 = d1(xxx)xp1
2 + f1(xxx) =

d1(xxx)up1
1 (x1) + f1(xxx) + d1(xxx)(xp1

2 (t)− up1
1 (x1(t))) ≤

−d1(xxx)βp1
1 σ

p1r2
σ (x

σ
r1
1 (t)) + ϑ

p1r2
σ + 2d̄1ϑ

p1r2
σ

并且当 t ≥ tn−1 时,

ẋ1(t) < −u1ϑ
p1r2

σ < 0, 若 x
σ
r1
1 (t) >

ϑ

2
(57)

ẋ1(t) ≥ u1ϑ
p1r2

σ > 0, 若 x
σ
r1
1 (t) ≤ −ϑ

2
(58)

其中, u1 := d1β
p1
1 (1/2)p1r2/σ − 1 − 2d̄1. 由式 (30), 可知

β1 > 2r2/σ
(
(1 + 2d̄1)/d1

)1/p1 , 并可得:

u1 = d1β
p1
1

(
1
2

) p1r2
σ − 1− 2d̄1 >

d1

(
1
2

) p1r2
σ 2

p1r2
σ

1+2d̄1
d1

− 1− 2d̄1 = 0

总之, 当 x
σ/r1
1 (t) > ϑ/2 时, 式 (57) 的右边是负常数. 当

t ≥ tn 时, 存在一个时刻 tn, 使得
∣∣∣xσ/r1

1 (t)
∣∣∣ < ϑ/2 < ϑ, 即:

x1(t) ∈ Q1 =
{

x1 :
∣∣∣xσ/r1

1 (t)
∣∣∣ < ϑ

}
, t ≥ tn.

结合式 (56), 当 t ≥ tn 时, 可得如下结论, XXXn(t) 会进入

并保持在下面区间内.

Q =
{

XXXn :

∣∣∣∣x
σ
r1
1 (t)

∣∣∣∣ < ϑ, · · · ,
∣∣∣x

σ
rn
n (t)− u

σ
rn
n−1(XXXn−1(t))

∣∣∣ < ϑ

}

因此, 当 t ≥ tn 时, 在控制器 ui = x∗i+1 = −βi(x
σ/ri
i −

x
∗σ/ri
i−1 )ri+1/σ, i = 1, · · · , n 的作用下, XXXn(t) 将进入并保持

在区域 Ω 内, 其中, x∗i 是在定理 2 中定义的.

当时间大于 tn 时, 饱和控制器 (7) 将退化为控制器 (2).

通过调节参数 ϑ, 可以得到:

Q ⊂ Ω = {XXXn : Vn(XXXn) ≤ λ0}

其中, Ω 是在定理 2 中定义的. 运用定理 2, 知道闭环系统

(1) 和 (7) 是局部渐近稳定的. 总之, 闭环系统 (1) 和 (7) 的

全局渐近稳定性被证明. ¤
推论 1. 在假设 1 和 2 的条件下, 如果假设 1 中的常量

τ 是负的, 则闭环系统 (1) 和 (7) 是全局有限时间镇定的.

证明. 在假设 1 和 2 的条件下, 定理 2 保证了闭环系统

的状态在一个有限时间内将会进入区域 Ω, 并在其后时间保

持在区域 Ω 内. 在区域 Ω 内, 运用定理 1, 可得当 τ < 0 时,

闭环系统是有限时间稳定的. 因此, 闭环系统 (1) 和 (7) 是全

局有限时间镇定的. ¤

3 仿真

本文所做工作更偏向于理论研究. 但本文所研究的系统

是有实际应用价值的, 文献 [19] 中的三阶弹簧系统就是一个

比较好的高阶系统例子.

通过一个例子来说明本文的结果是文献 [17] 结果的延

伸.

例 1. 考虑下面这个非线性系统:
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ẋ1 = k1x
a
1 + x2 + k2x

b
3

ẋ2 = x3
3

ẋ3 = u

(59)

针对系统 (59), 当 k1 = 0, k2 = 0, 这是一个齐次系统,

当 k1 6= 0, k2 = 0, 这是一个下三角系统, 当 k1 = 0, k2 6= 0,

这是一个上三角系统, 当 k1 6= 0, k2 6= 0, 这是一个全矩阵系

统. 当 k1 = 0, k2 = 1, b = 2 时, 系统 (59) 就和文献 [17] 中

的例 5.2 等同.

由系统 (59), 易知, p1 = 1, p2 = 3, p3 = 1. 为了保证全

局稳定性, 由假设 1 可知:

r1 = 1, r2 = 1 + τ , r3 =
1 + 2τ

3
, r4 =

1 + 5τ

3

q11 = a =
p1r2

r1
= 1 + τ > 0

q13 = b >
p1r2

r1
= 1 + τ > 0

(60)

易知, 对于任何 τ > −1, 可以选取不同的 a > 0, b > 0 去满

足上面的条件. 因此, 当 τ > 0 时, 并且 a, b 满足式 (60), 由

定理 2 可知, 系统 (59) 是全局渐近稳定的. 当 −1 < τ < 0

时, 且 a, b 满足式 (60), 由引理 2 可知, 系统 (59) 是全局有

限时间镇定的.

选取适当的参数 β1,2,3 和 ε, 可以设计如下的控制器:

u = −β3 (σa4 (xa3
3 + βa3

2 σ (xa2
2 + βa2

1 σ (xa1
1 ))))

此处, a1 = σ/r1, a2 = σ/r2, a3 = σ/r3, a4 = r4/σ, σ ≥
max1≤i≤4 {ri}.
例如, 当 τ = −2/15 时, 选取 σ = 1, 则 a1 = 1, a2 =

15/13, a3 = 45/11, a4 = 1/9. 当 τ = 1 时, 选取 σ = 3, 则

a1 = 3, a2 = 3/2, a3 = 3, a4 = 2/3, 这就包含了文献 [17] 的

例 5.2.

由例 1 知, a 和 b 的约束依赖于参数 τ . 因此, 可以通过

选取恰当的参数 τ 来设计合适的控制器. 而且在本文中, 幂

次 pi 不再限制为奇数, 实际上, 在本文中, pi 只要求是两个

奇数的比值.

例 2. 为了与文献 [17] 进行对比, 选取如下连续非线性

系统:

ẋ1 = k1x
a
1 +

(
1 + sin2(x1)

)
x

3
5
2 + k2x

b
2

ẋ2 = u
(61)

这里, 选取 p1 = 0.6 < 1, 可以运用本文的方法设计控制器

使得系统 (61) 全局稳定. 同样, 选取 τ = −0.4, 则 p1 = 0.6,

p2 = 1, a = 0.6, b > 0.6 (此处选 b = 1). 由假设 1, 可知:

r1 = 1, r2 = 1, r3 = 0.6, and σ ≥ max1≤i≤3 {ri}, 选取
σ = 1, 则 a1 = σ/r1 = 1, a2 = σ/r2 = 1, a3 = r3/σ = 0.6,

根据推论 1, 选取适当的参数 β1, β2 和 ε, 系统 (61) 在下面

控制器作用下是有限时间镇定的.

u = −β2σ
a3 (xa2

2 + βa2
1 σ (xa1

1 )) =

−β2σ
0.6 (x2 + β1σ (x1))

选取增益 β1 = 4, β2 = 25 及 ε = 0.3. 图 1 显示了非线性系

统的全局有限时间镇定情况, 图 2 显示了控制输入的变化情

况

4 结论

本文通过结合扩展的加密积分方法[7] 和嵌套饱和技

术[10], 研究了一类非线性系统的全局稳定性. 本文的优点集

中在以下三个方面: 1) 考虑的是全矩阵形式的非线性系统,

而不是下三角形式或者上三角形式的系统; 2) 降低了对非线

性系统的限制条件; 3) 通过调节控制器里的一些参数, 可以

得到非线性系统的全局有限时间镇定设计方法.

图 1 状态轨迹

Fig. 1 State trajectory

图 2 控制输入

Fig. 2 Control input
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