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求解含复杂约束非线性最优控制

问题的改进Gauss伪谱法

孙 勇 1, 2 张卯瑞 1 梁晓玲 1

摘 要 针对含有复杂约束条件的非线性最优控制问题, 提出了一种

改进的 Gauss 伪谱法 (Improved Gauss pseudospectral method,

IGPM). 这类问题难以得到解析解, 特别是有些问题不存在解析的模型,

一些参数只能通过查表得到, 使得传统方法难以求解. 在传统的 Gauss

伪谱法的基础上, 将非线性的终端状态积分约束等价地转化为线性形式,

提出了 IGPM, 通过协态映射定理可以计算出协态变量, 检验最优性, 使

得 IGPM具有间接法一样的精度. 并且给出了初始时刻协态变量和端点

时刻控制变量的计算方法. 为了提高解的精度, 基于 IGPM 提出了迭代

算法, 最后将该算法应用于求解高超声速飞行器上升段轨迹优化问题, 结

果表明最优轨迹基本满足路径约束条件和最优性条件.
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Improved Gauss Pseudospectral Method
for Solving Nonlinear Optimal Control

Problem with Complex Constraints

SUN Yong1, 2 ZHANG Mao-Rui1 LIANG Xiao-Ling1

Abstract An improved Gauss pseudospectral method (IGPM)

is proposed to solve the nonlinear optimal control problem with

complex constraints, which is difficult to get the analytical so-

lution. Traditional methods can hardly solve these problems by

getting some parameter values from the look-up table. Based on

the traditional Gauss pseudospectral method, the IGPM is put

forward by transforming the nonlinear final state integral con-

straints into linear type. The costate obtained by the costate

mapping theorem is used to check the optimality, which makes

the IGPM have the same accuracy with the indirect method.

Besides, the computation methods of the initial costate and the

boundaries controls are proposed. In order to increase the accu-

racy, an iterative algorithm is given based on the IGPM. Finally,

the ascent trajectory optimization problem of the hypersonic ve-

hicle is solved by the proposed algorithm. The results show that

the optimal trajectory almost satisfies the path constraints and

the optimality.
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实际工程中的许多轨迹优化问题, 例如编队飞行、航天

器轨迹优化、机器人路径优化等问题, 都可以表示为非线性

最优控制问题, 并且包含复杂的路径约束条件, 求解这类问

题比较困难. 20 世纪, Bellman 的动态规划和 Pontryagin 的

极大值原理为解决含有简单约束的最优控制问题提供了途

径, 计算机性能的提高使轨迹优化方法逐步向数值计算方向

转变. 文献 [1] 系统地对轨迹优化进行了综述, 指出轨迹优化

方法主要包括间接法和直接法.

间接法是根据极大值原理或动态规划得到最优性的一阶

必要条件, 然后, 用数值方法求解, 得到最优控制和轨迹[2−3].

文献 [4]提出了沿次优弹道的分段打靶法,求解等价系统的两

点边值问题 (Two-point boundary value problem, TPBVP)

后, 可得原问题的最优解. 文献 [5] 采用间接法求解高超声速

飞行器最优上升轨迹, 为求解两点边值问题, 以近似解作初

值, 应用改进的牛顿法和有限差分法计算最优轨迹. 间接法

的优点是解的精度高, 满足最优性的一阶必要条件; 缺点是

收敛域很小, 对初值估计要求高, 且难以估计协态变量初值;

而且需要求解状态方程和协态方程, 增加了计算量; 算法鲁

棒性较差; 对于复杂的系统, 推导一阶必要条件特别困难; 对

含有路径约束的问题, 无法事先知道路径约束被激励的时刻,

因此, 间接法难以实际应用.

直接法是将原最优控制问题转化为非线性规划问题, 然

后, 采用非线性规划算法求解, 由于不需要推导一阶必要条

件, 所以应用方便. 直接法根据离散化变量的不同, 主要可以

分为只离散控制变量、只离散状态变量和同时离散控制变量

和状态变量三类. 第一类方法由于需要进行数值积分, 计算

量较大[6], 这种算法的代表是打靶法和多段打靶法; 第二类方

法是微分包含法[7], 它只离散状态变量, 将控制约束转化为状

态约束, 可以降低变量个数, 但是对于非线性比较复杂的状

态方程, 难以求出控制变量关于状态的显式表达式; 第三类

方法, 同时将状态变量和控制变量进行离散化[8], 微分方程转

化为代数约束条件, 这一类算法收敛速度较快, 并且收敛半

径大, 是目前实现在线轨迹优化的主要研究方向.

文献 [9] 对非线性最优控制导出的 Hamiltonian 系统两

点边值问题, 提出一种以离散区段右端状态和左端协态为混

合独立变量的数值求解方法, 将非线性 Hamiltonian 系统两

点边值问题的求解通过混合独立变量变分原理转化为非线性

方程组求解, 通过实例给出了该方法在航天领域的应用, 但

是该方法没有考虑实际问题中的复杂约束条件. 伪谱法在近

十年来得到了深入研究, 并且取得了很好的理论成果, 在机

器人、高超声速飞行器、卫星等领域得到了广泛应用[10−13].

首先, 将状态变量和控制变量表示成 Lagrange 多项式的线

性组合形式, 然后, 微分方程约束可以转化为代数方程约束,

其次转化为非线性规划问题, 最后, 采用非线性规划算法求

解. 伪谱法主要包括 Gauss 伪谱法[11−12, 14], Radau 伪谱

法[15−16] 和 Legenred 伪谱法[8, 10], 它们的区别在于离散点

的选取不同, 例如 Gauss 伪谱法中的离散点为 Legendre 多

项式的零点, 而 Legendre 伪谱法中的离散点为 Legendre 多

项式的驻点.

高超声速飞行器能够实现在临近空间飞行, 具有阻力小、

可重复使用和全球快速到达等特点. 由于高超声速飞行器飞

行特性复杂, 具有快时变、强耦合、强非线性和强不确定性等

特点, 给制导和控制系统的设计带来了许多困难. 由于高超

声速飞行器气动特性非常复杂, 气动力与发动机推力存在强

耦合作用, 因此, 气动系数模型也难以采用解析形式表达, 对

于已知的实验数据, 只有通过查表的方式得到相应的气动数

据, 这对高超声速飞行器的轨迹优化问题的求解提出了更高

的要求. 文献 [17] 以火箭发动机为动力的可重复使用飞行器

为研究对象, 采用间接法对上升段最优轨迹优化问题进行了

求解. 文献 [18] 对含有复杂约束的高超声速飞行器上升段轨

迹的快速生成问题进行了深入探讨, 以燃料最省为优化指标,

求得了上升段的最优轨迹. 文献 [5] 在零侧滑角和力矩瞬间

平衡假设下, 对上升段飞行问题进行最优建模, 以最省燃料

为指标, 以推力方向为控制量, 得到最优轨迹. 上述这些方法

都需要建立解析的数学模型, 并且对于含有复杂路径约束的

轨迹优化问题, 需要多次调试初值, 收敛速度慢, 难以在线应

用.

传统的 Gauss 伪谱法中, 采用 Gauss 积分公式推导

的终端状态变量约束是非线性的, 并且协态变量的计算与

Legendre 伪谱法的计算方法不统一. 本文基于 Gauss 伪谱

法的思想, 将非线性的终端状态约束等价地转化为线性约束,

得到了简单的协态变量计算公式, 从而提出了改进的 Gauss

伪谱法 (Improved Gauss pseudospectral method, IGPM),

并提出了一种基于 IGPM 的迭代算法. 本文主要分为如下 5

个部分: 前言, 综述非线性最优控制问题求解方法的研究现

状; 第 1 节介绍 IGPM, 并给出新的协态映射定理; 第 2 节提

出了初始时刻协态变量和端点时刻控制变量的计算方法, 并

且提出了一种基于 IGPM 的迭代算法; 第 3 节提出含有复杂

约束的高超声速飞行器上升段轨迹优化问题; 第 4 节将所提

出的算法应用于轨迹优化问题, 并将上升段轨迹进行了分类;

第 5 节总结全文.

1 改进的Gauss伪谱法

1.1 Bolza问题

下面讨论一般的非线性最优控制问题的标准形式, 即

Bolza 问题.

已知一般的非线性系统状态方程如下式所示:

ẋxx(t) = fff(xxx(t),uuu(t), t), t ∈ [t0, tf ] (1)

其中, xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm, 边界条件为

EEE(xxx(t0), t0,xxx(tf ), tf ) = 0 (2)

路径约束为

CCC(xxx(t),uuu(t), t) ≤ 0, t ∈ [t0, tf ] (3)

考虑上面的一般非线性系统, Bolza 问题可描述为: 在满

足状态方程 (1)、边界约束 (2) 和路径约束 (3) 的条件下, 求

解控制变量 u, 使得性能指标式 (4) 达到极小:

J = Φ(xxx(t0), t0,xxx(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(xxx(t),uuu(t), t)dt (4)

其中, t0 是初始时刻, 终端时刻 tf 可以是固定的, 也可以是

自由的.

上述 Bolza 问题的时间取值范围为 [t0, tf ], 但是伪谱法

的离散点分布在区间 [−1, 1], 因此, 首先把上述 Bolza 问题

转化到时间定义在区间 [−1, 1] 上的标准最优控制问题. 通过

引入一个新的时间变量 τ 和时间变换:

t =
tf − t0

2
τ +

tf + t0
2

(5)
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将式 (5) 代入到式 (1)∼ (4) 中, [τ0, τf ] = [−1, 1], Bolza 问

题转化为适合于伪谱法的标准 Bolza 问题 (记为: 问题 B):

min J = Φ(xxx(τ0), t0,xxx(τf ), tf )+

tf − t0
2

∫ τf

τ0

g(xxx(τ),uuu(τ), τ ; t0, tf ) dτ (6a)

s.t.
dxxx

dτ
=

tf − t0
2

fff(xxx(τ),uuu(τ), τ ; t0, tf ) (6b)

EEE(xxx(τ0), t0,xxx(τf ), tf ) = 0 (6c)

CCC(xxx(τ),uuu(τ), τ ; t0, tf ) ≤ 0, τ ∈ [τ0, τf ] (6d)

下面给出问题 B 的求解方法.

1.2 状态和控制变量离散

伪谱法是将状态变量和控制变量在 Gauss 离散点上进

行离散化, 这些离散点是 Legendre 多项式的零点, N 次

Legendre 多项式 PN (τ) 有N 个离散点, 位于开区间 (−1, 1)

内, 记为 τi, i = 1, 2, · · · , N , 称为 LG 配点 (Collocations).

由于实际问题中存在边界约束, 需要引入初始状态变量和终

端状态变量, 因此, 加上初始时刻和终端时刻, 与 LG 配点一

起构成Gauss 伪谱法的 LG 节点 (Nodes), 因此, Gauss 伪谱

法中的 LG节点一共有N +2个,即: {τ0, τ1, · · · , τN , τN+1},
其中, τ0 = −1, τN+1 = τf = 1 为两个端点时刻.

为了方便, 记:

g(XXXk,UUUk, τk; t0, tf ) = gk (7a)

fff(XXXk,UUUk, τk; t0, tf ) = fffk (7b)

CCC(XXXk,UUUk, τk; t0, tf ) = CCCk (7c)

k = 0, 1, · · · , N

在 IGPM 中, 未知的变量包括状态变量、控制变量和未

知参数, 未知参数属于静态变量, 将状态变量在前 N + 1 个

LG 节点上进行 Lagrange 插值近似, 可得:

xxx(τ) ≈XXX(τ) =

N∑
i=0

Li(τ)XXX(τi) =

N∑
i=0

Li(τ)XXXi (8)

Li(τ) =

N∏

j=0,j 6=i

τ − τj

τi − τj
(9)

控制变量在区间 (−1, 1) 中的 LG 点离散化, 即:

uuu(τ) ≈ UUU(τ) =

N∑
i=1

L̃i(τ)UUU(τi) =

N∑
i=1

L̃i(τ)UUU i (10)

L̃i(τ) =

N∏

j=1,j 6=i

τ − τj

τi − τj
(11)

终端时刻的控制变量通过其他方法计算, 或者通过曲线延拓

得到. 基于上述状态和控制变量的离散化结果, 下面对状态

的微分和函数积分进行计算.

为了将标准的 Bolza 问题转化为非线性规划问题 (Non-

linear programming, NLP), 需要把状态方程中的状态变量

的导数进行离散化, 对式 (8) 进行求导, 并令 τ = τk, 可得:

ẋxx(τk) ≈ ẊXX(τk) =

N∑
i=0

L̇i(τk)XXXi =

N∑
i=0

Dk,iXXXi (12)

Dk,i = L̇i(τk) (13)

其中, i = 0, 1, · · · , N ; k = 1, 2, · · · , N , D是一个N×(N+1)

的矩阵, 称为状态微分矩阵. 那么状态方程式 (8) 可以由下

面的约束条件代替:

N∑
i=0

Dk,iXXXi =
tf − t0

2
fffk, k = 1, 2, · · · , N (14)

因此, 微分方程动态约束转化为代数约束, 并且状态微分矩

阵 D 可以事先计算出来.

根据 Gauss 积分公式, 终端状态可以表示为

XXXf = XXXN+1 =

XXX0 +
tf − t0

2

∫ τf

τ0

fff(xxx(τ),uuu(τ), τ ; t0, tf )dτ ≈

XXX0 +
tf − t0

2

N∑

k=1

wkfffk (15)

其中, wk, k = 1, 2, · · · , N 是 Gauss 积分权重系数, 通过下

式计算:

wk =
2

(1− τ2
k )(ṖN (τk))2

, k = 1, 2, · · · , N (16)

式 (15) 用来计算终端状态变量, 构成了 NLP 的一个终端状

态积分约束条件, 式 (15) 是非线性约束, 如果能够将其转化

为线性约束, 将减少非线性约束的数量, 有利于 NLP 的求解,

转化形式由以下引理给出.

引理 1. 约束条件式 (15) 与下式等价:

XXXf −XXX0 −
N∑

i=0

XXXi

N∑

k=1

wkDk,i = 0 (17)

证明. 将式 (14) 代入到式 (15), 得:

0 = XXXf−XXX0− tf−t0
2

N∑

k=1

wkfff(XXXk,UUUk, τk; t0, tf ) =

XXXf −XXX0 −
N∑

k=1

wk

N∑
i=0

Dk,iXXXi =

XXXf −XXX0 −
N∑

i=0

XXXi

N∑

k=1

wkDk,i

因此, 式 (15) 与式 (17) 等价. ¤
结合前面的离散化结果, 原最优控制问题 B 可以转化为

离散形式的 NLP, 记为问题 BN :

min J = Φ(XXX0, t0,XXXf , tf ) +
tf − t0

2

N∑

k=1

wkgk (18a)

s.t.

N∑
i=0

Dk,iXXXi − tf − t0
2

fffk = 0, k = 1, · · · , N (18b)

EEE(XXX0, t0,XXXf , tf ) = 0 (18c)

CCCk ≤ 0, k = 1, 2, · · · , N (18d)

XXXf −XXX0 −
N∑

i=0

XXXi

N∑

k=1

wkDk,i = 0 (18e)
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问题 BN 是一般的 NLP, 可以通过非线性规划算法进

行求解, 例如序列二次规划方法 (Sequential quadratic pro-

gramming, SQP), 可以通过著名的软件包 SNOPT 来计算,

这就是改进的 Gauss 伪谱法 (IGPM).

上述问题中未知变量包括三部分: 1) 状态变量: Xi, i =

0, 1, · · · , N + 1; 2) 控制变量: Ui, i = 1, 2, · · · , N ; 3) 参数变

量: t0, tf . 问题 BN 与文献 [11] 中的终端状态积分约束为式

(15), 属于非线性约束, 本文中采用的终端状态积分约束是式

(17), 属于线性约束, 相当于把 n 个非线性约束条件转化为

了 n 个线性约束条件.

通过求解问题 BN , 可以得到最优控制问题 B 的近似最
优解, 为了检验 BN 的解的最优性, 下面给出协态映射定理.

1.3 协态变量计算

为了检验问题 BN 的最优解是否也是问题 B 的最优解,

需要计算协态变量, 在 IGPM 中, 将协态变量在 LG 点上进

行离散化, 可得:

λλλ(τ) ≈ ΛΛΛ(τ) =

N+1∑
i=1

L∗i (τ)ΛΛΛ(τi) =

N+1∑
i=1

L∗i (τ)ΛΛΛi (19)

L∗i (τ) =

N+1∏

j=1,j 6=i

τ − τj

τi − τj
(20)

为了计算协态变量 ΛΛΛi, i = 0, 1, · · · , N + 1, 下面给出 IGPM

的新的协态映射定理[14], 则可以从求解 NLP 问题 BN 的

Lagrange 乘子中直接计算出协态变量.

定理 1 (协态映射定理). 采用 IGPM 求解含有路径

约束的非线性最优控制问题 B 时, 协态变量与问题 BN 的

Lagrange 乘子有如下关系:

ΛΛΛk =
Λ̄ΛΛk

wk
, k = 1, · · · , N (21a)

ΛΛΛ0 = Λ̄ΛΛ0 (21b)

ΛΛΛF = Λ̄ΛΛF (21c)

其中, ΛΛΛk, k = 1, 2, · · · , N, ΛΛΛ0,ΛΛΛF 是问题 B 的协态变量在
LG 点上的值; Λ̄ΛΛk, k = 1, 2, · · · , N, Λ̄ΛΛ0, Λ̄ΛΛF 是问题 BN 的

Lagrange 乘子.

定理 1 表明本文所提出的 IGPM 不仅能够得到状态变

量和控制变量, 而且还能通过协态映射定理直接计算出协态

变量, 使得 IGPM 具有间接法的优点, 解的精度高, 而且能够

检验所得解的最优性.

采用 IGPM求解最优控制问题,同时可以得到协态信息,

克服了原来直接法无法计算协态变量的缺点. 协态映射定理

给出了协态变量和 Lagrange 乘子的映射关系, 比文献 [11]

中给出的映射关系更为简单, 与 Radau 伪谱法和 Legendre

伪谱法的协态映射关系具有相统一的形式. 本文将原来的非

线性终端状态积分约束转化为线性终端状态积分约束, 使得

转化后的 NLP 更易于求解, 因此, 本文提出的 IGPM 具有

更好的应用前景.

2 其他变量计算和迭代算法

2.1 初始协态变量计算

由式 (20) 可见, 协态变量只在后 N + 1 个离散点上

离散化, 即只在 τ1, · · · , τN+1 这些点上离散化, Λ̄ΛΛi, i =

1, · · · , N + 1 可以直接通过求解 NLP 得到, 在 τ0 时刻的

初始协态 Λ̄ΛΛ0 则需要根据必要条件计算一个偏导数, 比较复

杂, 因此, 为了简化计算 Λ̄ΛΛ0, 下面给出一个简单算法.

定理 2. 初始时刻的协态变量 Λ̄ΛΛ0 可以表示为其他 LG

点上协态变量线性组合的形式, 即:

Λ̄ΛΛ0 =





−Λ̄ΛΛF −
N∑

i=1

Λ̄ΛΛiDi,0, 当 N 是奇数时

Λ̄ΛΛF −
N∑

i=1

Λ̄ΛΛiDi,0, 当 N 是偶数时

(22)

其中, Di,0 表示微分矩阵 D 的第一列的第 i 个元素.

根据矩阵D 的特点易证定理 2, 在此不再赘述. 因此, 可

以通过式 (22) 直接计算出初始时刻的协态变量, 不需要推导

复杂的偏导数表达式.

2.2 端点时刻控制变量计算

在 IGPM 中, 控制变量只在中间 N 个 LG 点上离散化,

初始时刻控制 U0 和终端时刻的控制 UN+1 的值并没有计算,

因此, 需要对这两个点的值进行求解.

对于等间距插值,在端点附近会出现严重的波动现象,造

成插值函数与原函数之间的逼近精度很差, 而 LG 点的分布

特点是中间稀疏、两端稠密, 大量实践经验表明, 在 LG 点进

行插值, 插值函数一般不会出现严重的波动现象, 并且精度

很高. 因此, 可以认为端点处的控制变量值不会出现较大的

波动, 那么初始时刻控制可以通过式 (10) 延拓得到, 即:

uuu(τ0) ≈ UUU(τ0) =

N∑
i=1

L̃i(τ0)UUU(τi) (23)

或者采用线性插值计算, 如下式所示:

uuu(τ0) ≈ UUU(τ0) =
τ0 − τ1

τ2 − τ1
(UUU2 −UUU1) + UUU1 (24)

同理, 终端时刻的控制也可以用同样的方法得到. 该方法简

单、易于计算, 虽然不能保证取得最优控制, 但是可以作为最

优控制的一种近似, 这种近似对最优轨迹的影响可以通过将

该控制作用于系统, 把得到真实的系统状态与 IGPM 得到的

最优状态相对比, 如果二者相差满足误差要求, 则可以认为

该控制是最优控制, 所得的状态也是最优轨迹. 因此, 为了检

验最优控制和最优状态满足状态方程的精度以及解的最优性

条件, 下面给出一种基于 IGPM 的迭代算法.

2.3 迭代算法

根据 IGPM 的实际仿真结果发现, 采用简单的线性插值

方法给出的初值, 虽然 IGPM 具有较高的收敛速度, 但是很

多情况下并没有收敛到最优解, 并且约束条件也没有得到很

好的满足, 当 N 较大时, 仍然很难得到满足条件的最优解,

因此, 为了提高解的收敛精度, 基于 IGPM 提出一种迭代算

法, 进而提高解的精度.

算法 1 (基于 IGPM的迭代算法).

1) 选择离散点个数 N1, 一般第一次取较小的值.

2) 采用 IGPM 进行求解.

3) 将所得的控制变量代入系统进行仿真.

4) 检验终端状态约束、路径约束和 Hamiltonian 函数

值, 如果约束条件满足允许相对误差条件, 并且 Hamiltonian

函数值接近于 0 或者某一常数, 则终止计算; 否则, 进行下一

步.

5) 增加 Ni, Ni+1 = Ni + δN , 其中, δN ≥ 1 是常数.
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6) 将系统仿真的结果, 包括控制变量、状态变量和系统

参数作为下一次计算的初始值, 执行第 2) 步.

该算法首先选择一个较小的离散点个数 N1, 此时计算量

小, 可以快速计算出一个解, 为下一次优化计算提供初值, 直

到所得的解对应的约束条件满足给定的误差要求.

3 高超声速飞行器上升段轨迹优化问题

高超声速飞行器上升段轨迹优化在高超声速飞行器整个

轨迹设计中十分重要, 因为高超声速飞行器上升段发动机处

于工作状态, 并且气动系数受到多种因素的影响, 路径约束

条件复杂, 特别是对于气动系数难以建模的情形, 目前难以

采用传统的计算方法快速求解. 下面将本文所提出的基于

IGPM 的迭代算法应用于求解该问题.

3.1 动态链接库

飞行器相关数据是封装的动态链接库, 首先, 对该飞行

器的气动特性等性能进行了分析, 特别是由于高超声速飞行

器超燃冲压发动机的存在, 使得该飞行器的气动系数模型非

常复杂, 难以建立多变量的气动系数模型, 例如升力系数不

仅受到攻角和速度的影响, 而且与燃油当量比也有密切关系,

鉴于数据的重要性, 具体的数据分析成果在此不予以给出.

因此, 在轨迹优化计算中, 直接调用该动态链接库, 以查表的

方式, 获得该高超声速飞行器的相关气动数据, 并用于轨迹

优化的计算过程. 动态链接库的输入输出关系, 如图 1 所示.

图 1 高超声速飞行器气动模型的输入输出关系

Fig.1 Relationship between the input and the output of the

hypersonic vehicle

从目前发表的文献可知, 伪谱法只是用于存在精确解析

模型的轨迹优化问题, 对于以表格形式给出的数据, 需要首

先建立近似的解析模型, 然后, 基于解析模型进行轨迹优化,

如果难以建立准确的解析模型, 那么求解非线性规划问题时,

需要计算差分得到梯度信息, 计算效率有所降低. 本文直接

在动态链接库的基础上, 采用 IGPM 进行高超声速飞行器上

升段的轨迹优化.

3.2 受力计算

飞行器在上升阶段的受力主要包括重力、升力、阻力和

推力, 其中, 重力不能调节, 升力、阻力和推力可以通过控制

变量进行调节, 从而完成爬升过程. 升力 L、阻力 D 和推力

PT 可以通过下式计算:

L =
1

2
ρV 2SCL (25)

D =
1

2
ρV 2SCD (26)

PT =
1

2
ρV 2SCT (27)

其中, ρ 是大气层空气密度 (kg/m3); S 是高超声速飞行器参

考面积 (m2); CL, CD, CT 分别是升力、阻力和推力系数, 均

是攻角、速度、油气比的函数, 详细的解析表达式难以得到,

但是具体的数值可以通过动态链接库查表得到.

3.3 运动方程及问题描述

高超声速飞行器上升段的轨迹优化一般只考虑竖直平面

内的运动情形, 状态变量为: xxx = [xh, xr, V, γ, m]T, 分别表示

高度、航程、速度、航迹角和质量; 控制变量为: uuu = [α, Fu]T,

分别表示攻角和油气比. 下面首先给出高超声速飞行器上升

段的竖直平面运动方程:

ẋh = V sin γ (28a)

ẋr = V cos γ cos ψ (28b)

V̇ =
PT cos α−D

m
− g0 sin γ (28c)

γ̇ =
PT sin α + L

mV
− g0 cos γ

V
(28d)

ṁ = −Fur (28e)

其中, Fur 是燃油消耗率 (kg/s), 它是攻角、速度、油气比等

因素的函数, 可以从动态链接库中查表得到.

高超声速飞行器上升段的路径约束条件主要考虑动压约

束, 即:

Pd min ≤ 0.5ρV 2 ≤ Pd max (29)

控制变量攻角、油气比要满足边界约束条件:

αl ≤ α ≤ αu (30)

Fu,l ≤ Fu ≤ Fu,u (31)

高超声速飞行器上升段轨迹优化问题需要满足初始条件

和终端条件:

xxx(t0) = xxx0 (32)

xxx(tf ) = xxxf (33)

上升段的轨迹优化问题中最重要的是节约燃料消耗, 即

希望在上升结束时刻的剩余质量最大, 因此, 性能指标为

min J = −m(tf ) (34)

因此, 竖直平面内的高超声速飞行器上升段轨迹优化问

题为: 在满足上述运动方程 (28) 和约束条件 (29)∼ (33) 下,

求解最优控制及相应的最优轨迹, 使得性能指标 (34) 达到最

小.

4 轨迹分类及优化结果

4.1 上升段轨迹类型

根据速度与高度的变化关系, 高超声速飞行器上升段轨

迹总体上可以分为先上升后加速和先加速后上升两大类, 所

有的上升段轨迹都必须满足动压路径约束条件. 该动压约束

存在最大值和最小值, 如式 (29) 所示, 由于密度是高度的函

数, 那么式 (29) 可以表示为

Pd min ≤ 0.5ρ(h)V 2 ≤ Pd max (35)

那么

√
2Pd min

ρ(h)
≤ V ≤

√
2Pd max

ρ(h)
(36)
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由式 (36) 可以确定出两条上升段轨迹的速度 –高度曲线的

边界, 那么所有满足动压约束的上升段轨迹都必须处于这两

条边界内, 两种典型的上升段轨迹如图 2 所示:

图 2 高超声速飞行器上升段的两种典型轨迹

Fig.2 Two typical ascent trajectories of the hypersonic vehicle

图 2 中的虚线表示动压约束所确定的边界; 实线表示先

加速后上升的轨迹, 即速度优先的上升轨迹; 点划线表示先

上升后加速的轨迹, 即高度优先的上升轨迹; 这两条轨迹是

高超声速飞行器上升段轨迹的典型轨迹. 实际的仿真结果表

明, 很难得到与上述两种典型轨迹完全重合的轨迹, 但是这

可以作为区分速度优先还是高度优先的准则.

4.2 优化结果

采用上述给出的算法 1, 对高超声速飞行器上升段轨迹

优化问题进行求解. 问题的初始状态和终端状态分别为

xh(t0) = h0, xr(t0) = xr0, V (t0) = V0

γ(t0) = γ0, m(t0) = m0 (37)

xh(tf ) = hf , V (tf ) = Vf , γ(tf ) = γf

采用上面基于 IGPM 的算法 1, 求解轨迹优化问题, 得

到最优控制和最优轨迹, 如图 3∼图 5 所示.

需要说明的是, 所得到的最优轨迹等变量进行了数据标

准化处理, 虽然图中给出了单位, 但是不能按照图中所标数

值进行理解.

图 3 攻角

Fig.3 Attacking angle

图 4 高度和时间、航程之间的关系

Fig.4 Relationship among the altitude, time and downrange

图 5 速度与高度的关系

Fig.5 Relationship between the velocity and altitude

图 3 中的 “×” 表示 IGPM 计算得到的 LG 点上攻角的

值, 实线表示经线性插值得到的真实攻角. 需要指出, 控制变

量曲线可以采用式 (10) 计算, 实际上也可以采用其他插值方

式, 为了保证控制变量满足边界约束, 一般采用线性插值.

由图 5 可知, 燃料最省的上升段最优轨迹在初始段基本

上以最大动压飞行, 属于先加速后上升的类型, 即速度优先

的类型, 原因在于在较低的高度范围内, 空气密度大、有充足

的氧气, 有利于发挥发动机的效率, 从而节省了燃料. 超燃冲

压发动机的油气比的最优取值为 1, 这说明在高超声速飞行

器的上升段, 发动机以最大推力工作, 有利于节省燃料.

该方法不需要建立精确的气动系数解析模型, 在动态链

接库的基础上就可以直接进行优化, 节省了大量复杂的建模

工作, 这对于解决一些难以精确建模并且含有复杂路径约束

条件的非线性系统的轨迹优化问题具有很好的借鉴意义.

5 结论

本文针对含有复杂约束条件的非线性最优控制问题, 提

出了一种改进的 Gauss 伪谱法, 首先, 将非线性的终端状态

积分约束等价地转化为线性形式, 然后, 给出了 IGPM 的协

态映射定理, 可以非常方便地计算出协态变量, 从而实现了
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求解最优控制问题的间接法和直接法的统一, 使得直接法也

具有间接法的精度, 为检验解最优性提供了前提条件. 提出

了计算初始时刻协态变量和端点时刻控制变量的计算方法,

为了提高解的精度和检验解最优性的一阶必要条件, 提出了

基于 IGPM 的迭代算法.

以高超声速飞行器上升段轨迹优化问题为例, 采用基于

IGPM 的迭代算法求解高超声速飞行器上升段的轨迹优化问

题, 得到了最优控制和最优轨迹. 所得到的最优轨迹基本满

足约束条件, 并且满足最优性的一阶必要条件. 该方法不需

要建立气动系数的解析模型, 通过动态链接库即可进行轨迹

优化, 使得最终结果更加符合实际情况, 因此, 该方法可以用

来解决许多相关的工程实际问题.
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