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一类模糊双线性跳变系统的随机镇定问题

陈 珺 1 高泽峰 1 刘 飞 1

摘 要 研究了一类模糊双线性跳变系统的随机镇定问题. 采用 T-S 模糊建模技术来构建模糊双线性跳变模型, 然后通过并

行分布补偿 (Parallel distributed compensation, PDC) 方法和选择合适的模糊隶属度函数, 将整个非线性控制器表示为一组

局部线性控制器的模糊综合. 此外, 还推导出了保证闭环模糊双线性跳变系统随机稳定的充分条件, 并且这些条件最终可归结

为一组线性矩阵不等式 (Linear matrix inequalities, LMIs) 的可行性问题. 最后, 连续搅拌反应釜 (Continuous stirred tank

reactor, CSTR) 系统的数值示例表明该设计方法的合理性和有效性.
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Abstract This paper deals with the problem of stochastic stabilization for a class of fuzzy bilinear systems with Marko-

vian jump parameters. The Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy modeling technique is adopted to construct a fuzzy bilinear jump

model. By means of the parallel distributed compensation (PDC) method, an overall nonlinear controller is constructed

by blending a set of local linear controllers through selected membership functions. Besides, some sufficient conditions are

derived to guarantee the stochastic stability of the closed-loop fuzzy bilinear jump system via linear matrix inequalities

(LMIs). Finally, a numerical example for a continuously stirred tank reactor (CSTR) system is given to illustrate the

validity and effectiveness of the designed procedure.
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众所周知, 模糊控制是非线性系统行之有效
的控制方法之一. 尤其是 Takagi-Sugeno (T-S) 模
糊模型的提出[1], 给模糊控制理论研究及应用带
来了深远的影响. 基于 T-S 模糊模型, 同时结合
并行分布补偿 (Parallel distributed compensation,
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PDC) 算法[2] 和线性矩阵不等式 (Linear matrix
inequalities, LMIs) 技术[3], 使得应用已有的丰富的
分析与控制器综合方法于复杂非线性系统成为可能.
但值得注意的是, T-S 模糊模型规则的后件部分是
一个线性模型. 随着研究对象复杂程度的增加, 传统
的线性模型在某些情况下已无法满足现有的控制要

求, 也无法描述一些具有特殊结构的复杂非线性系
统, 如过程工业中具有状态变量与控制变量乘积项
的复杂双线性系统. 双线性系统是一类特殊的非线
性系统, 研究表明, 双线性系统能更准确地描述线性
系统不能描述的一些典型的实际过程[4]. 与一般非
线性系统相比, 其动态性能简单, 易于处理, 所以引
起了人们的广泛关注. 目前, 双线性系统已被广泛用
于生物、化工、经济以及社会问题的各个领域[5−6].
鉴于双线性系统的特殊性和 T-S 模糊模型的

高度逼近性, 2007 年, Li 和 Tsai 将双线性系统和
T-S 模糊模型相结合, 提出了 T-S 模糊双线性模
型[7]. T-S 模糊双线性模型可用来近似一些用常规
T-S 模糊模型不能近似的复杂非线性系统, 从而为
模糊系统的研究提供更为广阔的天地. 此后, 对 T-S
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模糊双线性系统的研究引起了国内外学者的广泛关

注, 内容主要涉及模糊双线性系统的鲁棒 H∞ 控制
问题[8−9]、时滞依赖分析[10−12] 和观测器设计[13−14]

等.
考虑到系统在运行过程中, 可能会受到由于外

部环境或内部结构等随机突变因素的影响而使系统

参数发生随机跳变的现象. 这些因素的存在, 都会
对系统的稳态性能和动态性能产生不同程度的影响.
但遗憾的是, 目前关于模糊双线性系统在参数随机
跳变影响下的镇定问题还没有得到很好地解决.
为此, 本文以一类模糊双线性系统为研究对象,

讨论其在参数发生跳变情况下的系统随机镇定问题.
其中, T-S 模糊模型规则的后件部分采用双线性模
型代替. 在此基础上, 以 Lyapunov 随机稳定性理论
为分析手段, 同时结合状态反馈的并行分布补偿结
构和基于线性矩阵不等式的处理方法, 给出依赖于
模态的模糊控制器存在的充分条件, 以此保证闭环
模糊双线性跳变系统的随机稳定性. 最后, 通过仿真
实验验证所提方法的有效性.

1 问题描述及定义

考虑如下一类由 T-S 模糊双线性模型描述的非
线性Markov 跳变系统, 其第 i条模糊规则为

Plant rule i :
If v1(t) is Mi1 and · · · and vp(t) is Mip

Then ẋxx(t) = Ai(η(t))xxx(t) + Bi(η(t))uuu(t)+
Ni(η(t))xxx(t)uuu(t) ,

xxx(0) = xxx0, η(0) = η0, i = 1, 2, · · · , l

(1)
其中, xxx(t) ∈ Rn 为系统的状态向量, uuu(t) ∈ Rm 为

系统的控制输入向量; v1(t), · · · , vp(t) 为模糊规则
的前件变量, Mij (i = 1, 2, · · · , l, j = 1, 2, · · · , p)
为模糊集合, l为模糊推理规则数, 即有 l个子系

统. η(t) 为系统的跳变模态, 是一类随时间 t在有

限状态集合 S = {1, 2, · · · , s} 中取值的 Markov
过程, xxx0 为系统的初始状态, η0 为系统的初始

模态, Ai(η(t)) ∈ Rn×n, Bi(η(t)) ∈ Rn×m 和

Ni(η(t)) ∈ Rn×n 为依赖于模态 η(t) 且具有适当
维数的实值矩阵. 记模态 η(t) 的跳变转移率矩阵为
Π = [πrk], r, k ∈ S, 其中跳变转移概率定义如下:

Pr {η(t + dt) = k|η(t) = r} ={
πrkdt + o(dt) , r 6= k

1 + πrrdt + o(dt) , r = k

(2)

式中, dt > 0, 且当 dt → 0 时, 有 o(dt)/dt → 0 成
立. πrk 表示从模态 r跳变到模态 k的转移率, 并当

r 6= k 时, 有 πrk ≥ 0 和
∑s

k=1,k 6=r πrk = −πrr 成立.
对于给定的数对 (xxx(t),uuu(t)), 采用单点模糊化、

乘积推理以及加权平均反模糊化的推理方法, 得到
整个闭环模糊双线性跳变系统的状态方程为

ẋxx(t) =
l∑

i=1

hi(vvv(t))[Ai(η(t))xxx(t)+

Bi(η(t))uuu(t) + Ni(η(t))xxx(t)uuu(t)]
(3)

式中, vvv(t) = [v1(t), v2(t), · · · , vp(t)]T 且满足

µi(vvv(t)) =
p∏

j=1

Mij(vj(t))

hi(vvv(t)) =
µi(vvv(t))
l∑

i=1

µi(vvv(t))
, i = 1, 2, · · · , l

其中, Mij(vj(t)) 为 vj(t) 关于模糊集合Mij 的隶属

度函数, µi(vvv(t)) 为第 i条规则的隶属度函数, 且满
足如下条件:

µi(vvv(t)) ≥ 0,
l∑

i=1

µi(vvv(t)) > 0, i = 1, 2, · · · , l

因此, 有

hi(vvv(t)) ≥ 0,
l∑

i=1

hi(vvv(t)) = 1, i = 1, 2, · · · , l

假设系统 (1) 的状态和模态均可得, 那么根据
并行分布补偿算法, 可设计相应的依赖于跳变模态
的局部状态反馈控制律, 控制器规则如下:

Controller rule i :
If v1(t) is Mi1 and · · · and vp(t) is Mip

Thenuuu(t) =
ρKi(η(t))xxx(t)√

1 + xxxT(t)KT
i (η(t))Ki(η(t))xxx(t)

(4)
其中, Ki(η(t)) ∈ Rm×n 为待定的且依赖于模态的

状态反馈增益矩阵, ρ > 0 为待求标量. 从而, 可以
得到全局状态反馈控制律如下:

uuu(t) =
l∑

i=1

hi(vvv(t))
ρKi(η(t))xxx(t)√

1 + xxxT(t)KT
i (η(t))Ki(η(t))xxx(t)

(5)
若令:





sinαi =
Ki(η(t))xxx(t)√

1 + xxxT(t)KT
i (η(t))Ki(η(t))xxx(t)

cos αi =
1√

1 + xxxT(t)KT
i (η(t))Ki(η(t))xxx(t)
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其中, αi ∈
[
−π

2
,

π

2

]
, 则

uuu(t) =
l∑

i=1

hi(vvv(t))ρ sinαi =
l∑

i=1

hi(vvv(t))ρ cos αiKi(η(t))xxx(t)
(6)

将状态反馈控制律 (6) 代入系统 (3) 中, 可得在
上述控制律作用下的全局闭环模糊双线性跳变系统

的表达式, 即

ẋxx(t) =
l∑

i=1

l∑
j=1

hi(vvv(t))hj(vvv(t))Λij(η(t))xxx(t) (7)

式中, Λij(η(t)) = Ai(η(t)) + ρNi(η(t)) sin αj +
ρBi(η(t))Kj(η(t)) cos αj.

为简化表述, 令 hi = hi(vvv(t)), hj = hj(vvv(t)),
r = η(t), r0 = η0.

定义 1. 模糊双线性跳变系统 (3) 在 uuu(t) ≡ 0
下是随机稳定的, 如果对于任意的初始状态 xxx0 和初

始模态 r0 ∈ S, 存在矩阵 F = FT > 0, 满足以下条
件:

lim
tf→∞

E{
∫ tf

0

‖xxx(t,xxx0, r0)‖2 dt|xxx0, r0} ≤ xxxT
0 Fxxx0

式中, xxx(t,xxx0, r0) 为系统在初始条件 (xxx0, r0) 下的状
态轨迹. 1992 年, Feng 等已在文献 [15] 中证明系统
随机稳定意味着几乎渐近稳定.

定义 2. 在 Euclidean 空间 {Rn×S×R+} 上,
引入随机 Lyapunov 函数

V (xxx(t), η(t) = r, t > 0) = V (xxx(t), r)

构造针对模糊双线性跳变系统 (3)的随机Lyapunov
能量函数, 即:

V (xxx(t), r) = xxxT(t)Q(r)xxx(t) (8)

其中, Q(r) 为依赖于模态的对称正定矩阵. 由文献
[16] 可知, 模糊双线性跳变系统 (3) (uuu(t) ≡ 0) 是
随机稳定的, 当且仅当存在一组对称正定矩阵 Q(r),
r ∈ S, 使得:

l∑
i=1

hi[Q(r)Ai(r) + AT
i (r)Q(r) +

s∑
k=1

πrkQ(k)] < 0

(9)
本文的目的就是要为模糊双线性跳变系统 (3)

设计一个依赖于模态的状态反馈控制器 (5), 使得对
于任意的初始状态xxx0 和初始模态 r0 ∈ S, 闭环模糊
双线性跳变系统 (7) 是随机稳定的.

2 依赖模态的状态反馈控制器设计

定理 1. 闭环模糊双线性跳变系统 (7) 是随机
稳定的, 当且仅当存在一组依赖于模态的对称正定
矩阵 Q(r), r ∈ S, 使得:

l∑
i=1

l∑
j=1

hihj[Q(r)Λij(r) + ΛT
ij(r)Q(r)+

s∑
k=1

πrkQ(k)] < 0
(10)

证明. 构造随机 Lyapunov 能量函数 (8), 根据
定义 2 易知式 (10) 成立. ¤

为了获得控制器增益, 在定理 1 的基础上, 利用
Schur 补引理及矩阵不等式放缩技术, 将闭环模糊
双线性跳变系统的随机稳定条件转化为一组线性矩

阵不等式的可解性问题. 在此之前, 先给出定理证明
中要用到的引理[17].
引理 1. 给定具有适当维数的矩阵 X 和 Y , 则

存在标量 ε > 0, 使得:

XTY + Y TX ≤ εXTX + ε−1Y TY

定理 2. 模糊双线性跳变系统 (3)是随机可镇定
的,如果对于任意的初始状态xxx0 和初始模态 r0 ∈ S,
存在正数 εij > 0, 依赖于模态的对称正定矩阵X(r)
和矩阵 Yi(r), r ∈ S, i, j = 1, 2, · · · , l, 满足下列线
性矩阵不等式, 即:



Θii(r) ∗ ∗ ∗
Bi(r)Yi(r) −εiiI ∗ ∗
Ni(r)X(r) 0 −εiiI ∗

Φ1(r) 0 0 −Φ2(r)




< 0, (11)

i = 1, 2, · · · , l




Θij(r) + Θji(r) ∗ ∗
Bi(r)Yj(r) −εijI ∗
Bj(r)Yi(r) 0 −εjiI

Ni(r)X(r) 0 0
Nj(r)X(r) 0 0

2Φ1(r) 0 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−εijI ∗ ∗
0 −εjiI ∗
0 0 −2Φ2(r)




< 0, (12)

i < j, i, j = 1, 2, · · · , l
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式中,

Θij(r) = Ai(r)X(r) + X(r)AT
i (r)+

εijρ
2I + πrrX(r)

Φ1(r) =
[√

πr1X(r), · · · ,
√

πr(r−1)X(r),

√
πr(r+1)X(r), · · · ,

√
πrsX(r)

]T

Φ2(r) = diag{X(1), · · · , X(r − 1),

X(r + 1), · · · , X(s)}
由此得到依赖于模态的状态反馈控制器增益为

Ki(r) = Yi(r)X−1(r) , i = 1, 2, · · · , l (13)

证明. 由不等式 (10) 可得:
l∑

i=1

l∑
j=1

hihj[Q(r)Λij(r) + ΛT
ij(r)Q(r)+

s∑
k=1

πrkQ(k)] =

l∑
i=1

h2
i [Q(r)Λii(r) + ΛT

ii(r)Q(r) +
s∑

k=1

πrkQ(k)]+

2
l∑

i<j

l∑
j=1

hihj[Q(r)
Λij(r) + Λji(r)

2
+

ΛT
ij(r) + ΛT

ji(r)
2

Q(r) +
s∑

k=1

πrkQ(k)] < 0

为保证上述不等式成立, 只需满足以下两个条
件, 即:

Q(r)Λii(r) + ΛT
ii(r)Q(r) +

s∑
k=1

πrkQ(k) < 0 (14)

Q(r)
Λij(r) + Λji(r)

2
+

ΛT
ij(r) + ΛT

ji(r)
2

Q(r)+

s∑
k=1

πrkQ(k) < 0

(15)
首先,将Λij(r) = Ai(r)+ρBi(r)Kj(r) cos αj +

ρNi(r) sin αj 代入不等式 (14) 的左边, 并由引理 1
可知, 存在正数 εii > 0, 使得:

Q(r)Ai(r) + AT
i (r)Q(r)+ρQ(r)Bi(r)Ki(r) cos αi+

ρKT
i (r)BT

i (r)Q(r) cos αi + ρQ(r)Ni(r) sin αi+

ρNT
i (r)Q(r) sin αi +

s∑
k=1

πrkQ(k) ≤

Q(r)Ai(r) + AT
i (r)Q(r) + εiiρ

2Q(r)Q(r)cos2αi+

ε−1
ii KT

i (r)BT
i (r)Bi(r)Ki(r) + ε−1

ii NT
i (r)Ni(r)+

εiiρ
2Q(r)Q(r)sin2αi +

s∑
k=1

πrkQ(k) =

Q(r)Ai(r) + AT
i (r)Q(r) + εiiρ

2Q(r)Q(r)+

ε−1
ii KT

i (r)BT
i (r)Bi(r)Ki(r)+

ε−1
ii NT

i (r)Ni(r) +
s∑

k=1

πrkQ(k) < 0

对上述不等式分别左乘和右乘矩阵 X(r) =
Q−1(r), 并令 Yi(r) = Ki(r)X(r), 则可得:

Ai(r)X(r) + X(r)AT
i (r) + εiiρ

2I+

ε−1
ii Y T

i (r)BT
i (r)Bi(r)Yi(r)+

ε−1
ii X(r)NT

i (r)Ni(r)X(r)+

s∑
k=1

πrkX(r)Q(k)X(r) < 0

应用矩阵的 Schur 补引理即可得到线性矩阵不等式
(11). ¤

同理, 对不等式 (15) 也可采用上述相同的处理
方法得到线性矩阵不等式 (12).
定理 2 给出了保证闭环模糊双线性跳变系统

(7) 随机稳定的充分条件, 并且将该条件转换为一组
线性矩阵不等式的可行性问题, 相应的依赖模态的
状态反馈控制器增益则由式 (13) 给出.

3 数值示例

为验证本文方法的有效性, 以下选取 CSTR 系
统作为仿真对象进行研究, 其状态方程如下:





ẋ1(t) = −a0x1(t) + a1x1(t)x2(t)+
u(t)(Ca0 − x1(t))

ẋ2(t) = a0x1(t)− a0x2(t)−
a1x1(t)x2(t)− u(t)x2(t)

(16)

其中, x1(t) 为反应物浓度, x2(t) 为生成物浓度, 控
制输入 u(t)为进料流速,动力参数 Ca0 为 0.1, a0 和

a1 是反应釜内活化能、密度、热熔等相关系数的一

个综合参数.
这里假设系统有三组模态, 分别由 a0 和 a1 确

定, 具体表示为
1) a0 = 10, a1 = 1;
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2) a0 = 15, a1 = 2;
3) a0 = 20, a1 = 2.

同时, 反映各模态之间跳变关系的转移率矩阵给定
如下:

Π =



−0.3 0.25 0.05
0.1 −0.2 0.1
0.03 0.07 −0.1




假设 x2(t) ∈ [0, 10], 采用两个 T-S 模糊双线性
模型来逼近 CSTR 系统 (16), 即:

Plant rule 1 :
If x2(t) is about 0
Then ẋ(t) = A1(r)x(t) + B1(r)u(t)+

N1(r)x(t)u(t) .

Plant rule 2 :
If x2(t) is about 10
Then ẋ(t) = A2(r)x(t) + B2(r)u(t)+

N2(r)x(t)u(t) .

其中,

A1(1) =

[
−10 0
10 −10

]

A2(1) =

[
−6.1803 −0.5236

0 −16.7039

]

A1(2) =

[
−15 0
15 −15

]

A2(2) =

[
−6.3595 −0.3088
−5 −26.6683

]

A1(3) =

[
−20 0
20 −20

]

A2(3) =

[
−12.2508 −0.2

0 −32.4508

]

Bi(r) =

[
0.1
0

]
, Ni(r) =

[
−1 0
0 −1

]

i = 1, 2 , r = 1, 2, 3

给定两组不同的初始状态xxx0 = [0.8, 6]T

和xxx0 = [1.2,−1.4]T, 应用定理 2 求解线性矩阵不等
式组 (11) 和 (12), 得到各模态下的状态反馈增益矩

阵为

K1(1) = [ 0.0800 −0.3075 ]
K2(1) = [ −0.2101 0.0828 ]
K1(2) = [ −0.0789 0.0132 ]
K2(2) = [ −0.0657 0.0118 ]
K1(3) = [ −0.1909 0.0572 ]
K2(3) = [ −0.1684 0.0514 ]

利用 Simulink 动态环境构建 CSTR 系统的仿
真模型, 其中对应规则的模糊隶属函数取为 Gauss
形函数, 如图 1 所示. 图 2 和图 3 分别给出了不
同初始状态下系统的状态响应曲线, 而图 4 则显示
了这两组初始状态下对应的控制输入曲线. 由仿真
结果可以看出, 采用 T-S 模糊双线性跳变模型描述
的 CSTR 系统的状态响应能够快速地收敛到平衡点
附近, 保证了闭环模糊双线性跳变系统的随机稳定
性.

图 1 模糊隶属函数

Fig. 1 Fuzzy membership functions

图 2 初始状态 xxx0 = [0.8, 6]T 下的系统状态响应

Fig. 2 State responses of system under initial condition

xxx0 = [0.8, 6]T
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图 3 初始状态 xxx0 = [1.2,−1.4]T 下的系统状态响应

Fig. 3 State responses of system under initial condition

xxx0 = [1.2,−1.4]T

图 4 系统控制输入曲线

Fig. 4 Control input curves of system

4 结论

本文针对一类带有双线性项的非线性跳变系统,
采用 T-S 模糊双线性模型结构对其进行系统描述,
并在此基础上讨论闭环模糊双线性跳变系统的随机

稳定问题. 与常规 T-S 模糊模型不同的是, T-S 模
糊双线性模型规则的后件部分是双线性模型, 取代
了传统的线性模型, 可用来近似一些用常规 T-S 模
糊模型不能近似的复杂非线性系统. 采用 Lyapunov
随机稳定性原理作为主要分析手段, 同时结合线性
矩阵不等式处理技术, 给出保证闭环模糊双线性跳
变系统随机稳定的充分条件以及依赖于模态的控制

器增益的求解方法. 最后以 CSTR 系统作为仿真对
象进行仿真研究, 结果很好地验证了本文方法的有
效性. 因此, T-S 模糊双线性模型的提出为解决一类
特殊非线性系统的控制问题提供了一条新的途径.
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