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多速率分段线性系统预测

控制的显式设计

蒋亚丽 1 邹媛媛 1, 2 牛玉刚 1

摘 要 针对输出采样周期是输入更新周期 N 倍的多速率分段线性

(Piecewise linear, PWL) 系统, 本文提出了保证稳定性的显式预测控

制器设计方法. 首先, 基于动态规划原理将预测控制优化问题分解为多

个单级优化问题; 然后, 根据分段线性系统各子模型以及目标函数的具体

形式, 进一步将各单级优化问题分为若干个子问题, 再利用多参数二次规

划 (Multiparametric quadratic programming, MP-QP) 方法求解;

最后, 通过比较各子问题的解从而得到系统的最优显式控制律. 在设计过

程中, 将系统的最大正不变集作为优化问题的终端约束集, 从而保证了系

统的稳定性. 仿真结果表明本文提出的显式预测控制方法能够有效降低

多速率分段线性系统的在线计算时间, 在保证系统稳定性的同时, 满足其

对输入更新速度的要求.
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Explicit Model Predictive Control for
Multi-rate Piecewise Linear Systems

JIANG Ya-Li1 ZOU Yuan-Yuan1, 2 NIU Yu-Gang1

Abstract This paper studies the explicit model predictive con-

trol for piecewise linear (PWL) systems with the output sam-

pling period several times larger than the input updating period.

First, based on dynamic programming, the model predictive con-

trol optimization problem is decomposed into multi-stage opti-

mization problems with one-step optimal horizon. Further, op-

timization problem of each stage is separated into sub-problems

according to the sub-models of the piecewise linear system and

the form of objective function. After that, by utilizing mul-

tiparametric quadratic programming (MP-QP) technique and

comparing the solutions of all the sub-problems, the optimal ex-

plicit control laws are obtained. Besides, the maximal positively

invariant set of the piecewise linear system is chosen as the ter-

minal constraint set of the optimization problem such that the

stability can be ensured. The numerical example shows that

the proposed explicit model predictive control can reduce online

computation and satisfy the demand of the multi-rate piecewise

linear system with fast updating speed of input.
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分段线性 (Piecewise linear, PWL) 系统可以较精确地

表示大部分复杂的非线性系统, 并且可以描述工业过程中的

饱和、死区以及滞后等环节, 因此在化工过程、机器人控制等

领域得到了广泛的应用[1−2]. 模型预测控制是一种处理多变

量约束系统最优控制问题的有效方法之一, 已经在石油、化

工等流程工业领域获得广泛应用, 取得了巨大的经济效益与

社会效益[3−5]. 目前, 已有的关于分段线性系统预测控制方

法[6−7], 通常需要在线求解混合整数二次规划或混合整数线

性规划问题, 这就要考虑优化时域内分段线性系统子模型之

间的切换, 在线计算复杂, 难以在实际中应用.

另外, 在很多复杂的实际工业过程控制中, 系统的控制

输入更新速率与输出采样速率并不一致, 例如聚合反应堆化

工过程和汽油辛烷质量分析, 通常对输入的在线更新速度要

求较高[8]. 对于多速率采样控制系统, 提升技术是一种有效

的处理方法[9−10], 它将时变的多速率系统转化为在慢速率采

样周期内的时不变单速率系统. 但是, 在提升的过程中, 系统

模型的输入维数成倍增加, 使得优化问题的在线计算面临更

大的挑战, 极易导致控制输入难以在设定的快速率周期内被

及时更新这样的问题.

显式预测控制是由 Bemporad 等提出的[11], 主要是解决

预测控制在线计算量大、计算时间长的问题. 该方法通过离

线计算将系统的状态区域进行凸划分, 得到对应各状态分区

的状态反馈显式控制律, 在线时只需查找当前状态所处的分

区, 再根据相应的显式表达式直接计算最优控制律. 由于无

需反复在线求解优化问题, 相对于经典预测控制, 显式预测

控制在线计算时间大为减少, 易于在工程实际中应用. 对于

多速率分段线性预测控制系统, 一方面在线求解混合整数规

划问题比较耗时, 另一方面, 提升技术的使用会进一步增加

在线求解优化问题的复杂度. 为此, 本文采用显式预测控制

方法进行研究. 目前关于多速率分段线性系统的显式预测控

制的研究文献尚不多见, 而且, 已有的显式预测控制算法不

易直接扩展到多速率分段线性系统中, 主要原因是多速率分

段线性系统优化问题复杂度的增加将导致可行域划分数目的

增加, 进而使得后续各子问题求解过程中的比较次数显著增

加, 要得到最终显式预测控制器就更加困难.

基于上述讨论, 本文针对输出采样周期是输入更新周期

N 倍的多速率分段线性系统, 提出了显式预测控制方法. 该

方法基于动态规划思想, 利用多参数二次规则 (Multipara-

metric quadratic programming, MP-QP) 技术设计显式预

测控制器并给出保证闭环系统稳定性的局部固定状态反馈增

益. 由于多速率分段线性系统中提升技术的使用, 各级优化

问题的状态可行域分区数目显著增加, 进而分解后的子问题

数目增加, 增加了后续比较过程的复杂度. 本文考虑到预测

控制的滚动优化原理, 只存储 k = 0时单级优化问题最优控

制律的相关信息.这样,不仅有效减小离线求解优化问题的复
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杂度而且节约控制律所需的存储空间. 本文的算法使得在线

操作只需查找当前状态所在的分区并计算相应的最优控制

律, 相对于传统预测控制方法, 不仅能够保证系统的稳定性,

还可大大减小最优控制律的在线计算时间.

1 系统描述

考虑如下的分段线性化系统:

ẋxx(t) = A′ixxx(t) + B′
iuuu(t), xxx(t) ∈ Ωi, i = 1, · · · , s (1)

满足约束条件

umin ≤ uuu(t) ≤ umax (2)

其中, xxx(t) ∈ Rn 和 uuu(t) ∈ Rm 分别是系统的状态和控制输

入, Ωi 是系统的各工作区域, 且是状态可行域 X̄ 的多面体分

割, 即 ∀ i, j ∈ {1, · · · , s}, i 6= j, 有:

Ωi

⋂
Ωj = ∅ (3)

s⋃
i=1

Ωi = X̄ (4)

假设多速率采样系统的输入更新周期为 T , 状态采样周

期为 Ts, 且

Ts = NT, N ∈ Z+ (5)

以周期 T 离散化式 (1) 可得:

xxx(k + 1) = Aixxx(k) + Biuuu(k), xxx(k) ∈ Ωi, i = 1, · · · , s (6)

满足约束

umin ≤ uuu(k) ≤ umax (7)

本文为了设计多速率分段线性系统的显式预测控制器,

利用提升技术[9], 将多速率系统转化为 Ts 周期内的单速率采

样系统:

XXXk+1 = ĀiXXXk + B̄iUUUk, XXXk ∈ Ωi, i = 1, · · · , s (8)

Umin ≤ UUUk ≤ Umax (9)

其中, XXXk = xxx(kTs), UUUk = [uuu(kT )T · · · uuu((k+N−1)T )T]T,

Āi = AN
i , B̄i = [AN−1

i Bi AN−2
i Bi · · · AiBi Bi], Umin =

[uT
min · · · uT

min]T, Umax = [uT
max · · · uT

max]
T.

本文的目标是离线设计显式预测控制器, 在线按照输入

更新周期为 T , 状态采样周期为 Ts 的方式驱动系统 (8) 的状

态在有限步数内进入相应的终端不变集, 然后, 在该不变集

内部采用局部状态反馈控制律使得系统最终稳定.

2 PWL系统预测控制优化问题

系统 (8) 的预测控制优化问题可以描述为

J∗(XXX0) = min
UUU

J(UUU,XXX0) =

min
UUU

L−1∑

k=0

{‖XXXk‖2Q + ‖UUUk‖2R
}

+ ‖XXXL‖2P (10)

s.t.

{
XXXk+1 = ĀiXXXk + B̄iUUUk, 若XXXk ∈ Ωi, i = 1, · · · , s

XXXL ∈ Xf , Umin ≤ UUUk ≤ Umax

其中, UUU = [UUUT
0 , · · · ,UUUT

L−1]
T 和XXX0 分别是优化问题的决策

变量和参数, L是优化时域, P , Q, R 均为正定对称矩阵. Xf

是系统 (8) 的最大正不变集, 其定义如下:

定义 1. 对于满足约束 (9) 的分段线性系统 (8), 在局部

控制律

UUU = KiXXXk, XXXk ∈ Ωi, i = 1, · · · , s (11)

的作用下, 如果存在集合 Xf , 使得

Xf =
{
XXXk ∈ Xf |XXXk+1 ∈ Xf , ∀ k ∈ Z+}

(12)

那么, Xf 称为系统 (8) 的最大正不变集.

为保证系统的稳定性, 优化问题的终端加权矩阵 P 和最

大正不变集内局部反馈增益Ki 满足:

(Āi + B̄iKi)
TP (Āi + B̄iKi)− P < 0, i = 1, · · · , s (13)

令 Z = P−1, Yi = KiP
−1, 那么, 式 (13) 可以等价为以下的

线性矩阵不等式:



Z Z Y T
i (ĀiZ + B̄iYi)

T

Z Q−1 0 0

Yi 0 R−1 0

ĀiZ + B̄iYi 0 0 Z,




> 0,

i = 1, · · · , s (14)

进一步, 按照以下步骤求取系统 (8) 的最大正不变集.

对于分段线性系统:

XXXk+1 = (Āi + B̄iKi)XXXk, XXXk ∈ Ωi, i = 1, · · · , s (15)

令 θ0 =





XXX ∈ X̄

∣∣∣∣∣∣∣

Umin ≤ KiXXX ≤ Umin

(Āi + B̄iKi)XXX ∈ X̄,

XXX ∈ Ωi, ∀i ∈ {1, · · · , s}





, 下面给出

Pr ei(S) 的定义.

定义 2. 对于系统 (8) 的各子模型, 令一步可以演变到 S

的可行状态集合为

Prei(S) = {XXX ∈ θ0|(Āi + B̄iKi), XXXi ∈ S}, i = 1, · · · , s

(16)

注 1. S ⊆ θ0 是多面体集合, 式 (15) 是线性系统, 那么

Pr ei(S) 也是多面体集合.

令 θi
k = Pr ei(θk) ∩ θk, i = 1, · · · , s, 下面给出求系统

(8) 的最大正不变集的方法.

算法 1.

步骤 1. 令 k = 0.

步骤 2. θk+1 = ∪s
i=1θ

i
k.

步骤 3. 如果 θk+1 = θk, 返回 Xf = θk; 否则, 令 k = k

+ 1, 重复步骤 2.

基于优化问题 (10), 下面考虑如何设计显式预测控制器

在保证系统 (8) 稳定性的同时, 减小最优控制律的在线计算

时间.

3 显式预测控制器设计

本文在离线求解优化问题 (10) 时, 为避免考虑优化时域

内分段线性系统 (8) 各子模型所有可能的切换情况, 采用基

于动态规划思想求解MP-QP 问题的方法[12], 先将优化问题
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分为多个单级优化问题, 再根据分段线性系统各子模型和目

标函数具体形式的组合情况, 将各单级优化问题分为若干子

问题并利用MP-QP 技术进行求解, 最后通过比较各子问题

的解来得到最优显式控制律、最优值函数以及对应的状态可

行域划分.

首先, 优化问题 (10) 分为 L 个单级优化问题:

Vk(XXXk) = min
UUUk

‖XXXk‖2Q + ‖UUUk‖2R + Vk+1(XXXk+1) (17)

s.t.

{
XXXk+1 = ĀiXXXk + B̄iUUUk,XXXk ∈ Ωi, i = 1, · · · , s

XXXk+1 ∈ X̄k+1, Umin ≤ UUUk ≤ Umax

其中, k = L− 1, · · · , 0. 另外, 当 k = L− 2, · · · , 0 时, X̄k+1

= ∪CRl
k+1, CRl

k+1 是第 k + 1 级优化问题的状态可行域划

分. 当 k = L− 1 时, X̄k+1 = Xf , 且 VL(XXX) = ‖XXXL‖2P .

显然, 优化问题 (17) 的约束条件会随着状态XXXk 在可行

域内的分布情况而变化. 那么, 各单级优化问题无法直接利

用MP-QP 技术依次求解. 本文在给出多重二次函数以及区

域有序单值函数定义的基础上[13], 先将各单级优化问题进一

步分解为多个子问题进行求解.

对于 MP-QP 问题, 最优值函数是连续的凸分段二次函

数, 最优解是连续的分段仿射函数. 在此基础上, 给出如下定

义.

定义 3. 如果XXX ∈ Ψ, Ψ ⊆ Rn 是凸多面体集合, 且有:

a(XXX) = min





a1(XXX) = XXXTW1XXX + E1XXX + c1

...

ad(XXX) = XXXTWdXXX + EdXXX + cd

其中, d ∈ Z+, 那么, 称函数 a 为重数为 d 的多重二次函数.

定义 4. 集合 Ψ ⊆ Rn (不一定是凸的), 若该集合存在

一个多面体分割Ψ1, · · · , Ψv (Ψ1, · · · , Ψv 均为凸多面体),且

有:

a(XXX) = min





al1(XXX) = XXXTWl1XXX + El1XXX + cl1

...

aldl(XXX) = XXXTWldlXXX + EldlXXX + cldl

XXX ∈ Ψl, l = 1, · · · , v

那么, 函数 a 称为多面体上重数为 d 的多重分段二次函数.

其中, dl 是函数 a 在分区 Ψl 上的重数, 而 d =
∑v

l=1 dl 是函

数 a 的重数.

考虑分段函数

b(XXX) = fl(XXX), XXX ∈ Ψl, l = 1, · · · , v (18)

其中, Ψl 是状态空间上的子集. 如果存在 l, α ∈ {1, · · · , v}
使得XXX ∈ Ψl ∩Ψα 且 fl(XXX) 6= fα(XXX), 那么, b(XXX) 就不是单

值的. 为了使 b(XXX) 具有单一值, 给出如下定义.

定义 5. 对于函数 (18), 令

b0(XXX) = fl(XXX), 若XXX ∈ Ψl 且 ∀α < l, XXX /∈ Ψα,

α = 1, · · · , v (19)

那么, 称 b0(XXX) 为关于 b(XXX) 的区域有序单值函数.

注 2. 对于区域有序单值函数 (19), 其函数值会随着各

区域位置顺序的改变而改变.

基于上述定义, 优化问题 (17) 可以利用MP-QP 技术从

后向前依次求解, 并且通过比较各子问题的解来得到最优显

式控制律、最优值函数以及对应的状态可行域划分. 下面以

k = L− 1 为例, 给出求解各单级优化问题的方法.

第 k = L− 1 级优化问题为

VL−1(XXXL−1) =

min
UUUL−1

‖XXXL−1‖2Q + ‖UUUL−1‖2R + VL(XXXL) (20)

s.t.





XXXL = ĀiXXXL−1 + B̄iUUUL−1

XXXL−1 ∈ Ωi, i = 1, · · · , s

XXXL ∈ Xf , Umin ≤ UUUL−1 ≤ Umax

其中, VL(XXXL) = ‖XXXL‖2P 是二次函数, XXXL 是定义在 s 个多

面体区域上的分段线性函数. 那么 VL(XXXL) 就成为定义在 s

个多面体区域上的关于参数XXXL−1 的分段二次函数, 该优化

问题可以分为 s 个MP-QP 子问题分别求解:

min
UUUL−1

‖XXXL−1‖2Q + ‖UUUL−1‖2R +

∥∥(ĀiXXXL−1 + B̄iUUUL−1)
∥∥2

P
(21)

s.t. XXXL−1 ∈ Ωi, XXXL ∈ Xf , Umin ≤ UUUL−1 ≤ Umax

其中, i = 1, · · · , s. 假设第 i 个子问题的解如下:

Ui(XXXL−1) = Fiβ(XXXL−1) + Giβ

Ji(XXXL−1) = XXXT
L−1WiβXXXL−1 + EiβXXXL−1 + ciβ

∀XXXL−1 ∈ Ψiβ , β = 1, · · · , N̄i

(22)

其中, Ψi = ∪N̄i
β=1Ψiβ 是使相应子优化问题可行的XXXL−1 的

集合, Ψi1, · · · , ΨiN̄i
是其多面体分割, N̄i 是分区数目.

下面以 s = 2 为例来说明如何将各 MP-QP 子问题的

解进行比较, 进而得到最优解 UUU∗L−1(XXXL−1)、最优值函数

VL−1(XXXL−1) 及相应的最终状态可行域划分 CRl
L−1.

设两个子问题对应的分区为 Ψ1β 和 Ψ2δ, 其中 β =

1, · · · , N̄1, δ = 1, · · · , N̄2. 如果有 Ψ1β ∩ Ψ2δ 6= ∅, 那么,

在两个区域的交集 CRl
L−1 = Ψ1β ∩ Ψ2δ 上, 最优值函数

VL−1(XXXL−1) 就是多面体 CRl
L−1 上的 2 重分段二次函数,

且 Ψ1β 和 Ψ2δ 的存储位置要排在 CRl
L−1 后面, 例如令

CRl+1
L−1 = Ψ1β , CRl+2

L−1 = Ψ2δ. 此时, UUU∗1β 和 UUU∗2δ 的信息无

需存储, 只需存储 V1β(XXXL−1) 和 V2δ(XXXL−1) 的信息, 用于第

L− 2 级优化问题的求解. 需要注意的是, 在求解整个优化问

题的过程中, 当存储新区域对应的最优值函数时, 之前存好

区域的相对顺序不可改变.

若 s > 2, 先将前两个子MP-QP 问题的解按照 s = 2 的

步骤进行比较和存储, 将比较结果再与第 3 个子MP-QP 问

题进行同样的操作, 依此类推.

从第二级 k = L − 2 一直到 k = 0, 优化问题 (17) 的

求解过程同上. 只是当 k 6= L − 1 时, Vk+1(XXXk+1) 是定义

在多面体区域上的具有一定重数 dk+1 的分段二次函数函数.

如果 vk+1 是 Vk+1(XXXk+1) 对应的分区数目, 那么, 通过考虑

Vk+1(XXXk+1) 在各分区上的重数之和以及分段线性系统的各

子模型情况, 第 k 级优化问题可以分为 sdk+1 个子 MP-QP

问题来求解, 再按照上面介绍的方法进行比较得到最终的最

优解、最优控制律及相应的可行域划分. 其中, 当 k = L− 2,

· · · , 1 时, 只存储值函数 Vk(XXXk) 的信息用于下一级优化问
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题的求解. 当 k = 0 时, 需要存储对应的 UUU∗0(XXX0) 和 V0(XXX0)

的信息, 且UUU∗0(XXX0) 在各区域 CRl
0 上的表达式信息也按照区

域有序的方式来存储. 对于值函数重数大于 2 的区域, 需要

将对应于各重值函数的最优控制律表达式同时存储, 而实际

取值通过在线判断多重值函数的大小来决定. 最后求得最优

控制律形式为

UUU∗0 = F l
0XXX0 + Gl

0, XXX0 ∈ CRl
0, l = 1, · · · , v0 (23)

但是, UUU∗0 关于XXX0 在各分区 CRl
0 上是区域有序的单值函数.

注 3. 为了进一步减小优化问题的离线求解复杂度以及

降低最优控制律的存储需求, 根据预测控制滚动优化的原理,

对 k 6= 0 时的单级优化问题, 本文只存储值函数的信息用于

下一级优化问题的求解, 而 k = 0 时, 存储对应的最优控制

律和最优值函数的信息.

下面给出求解显式预测控制器的具体算法. 其中, 优化

问题 (17) 的第 k 级子问题 Vk(XXXk) 的分区记为 CRl
k, l = 1,

· · · , vk, Vk(XXXk) 在该分区上的重数标号为 λ, λ = 1, · · · , dl
k

的总重数为 dk =
∑vk

l=1 dl
k, 分段线性系统各子模型的标号为

i, i = 1, · · · , s.

算法 2.

步骤 1. 给出优化问题 (10) 以及状态加权矩阵 Q, 输入

加权矩阵 R, 优化时域 L. 离线计算终端加权矩阵 P 和终端

不变集 Xf ;

步骤 2. 将优化问题 (10) 分为 L 个单级优化问题, 即式

(17), 令 VL = ‖XXXL‖2P , CR1
L = X̄L = Xf ;

步骤 3. 令优化问题 (17) 的级数 k = L− 1;

步骤 4. 令 Vk+1(XXXk+1) 的分区 CRl
k+1 上标 l = 1;

步骤 5. 令 Vk+1(XXXk+1) 在分区 CRl
k+1 上的重数标号 λ

= 1;

步骤 6. 令分段线性子模型标号 i = 1;

步骤 7. 求解子优化问题

min
UUUk

‖XXXk‖2Q + ‖UUUk‖2R +

‖XXXk+1‖2Wlλ
+ ElλXXXk+1 + clλ

s.t. Umin ≤ UUUk ≤ Umax, XXXk ∈ Ωi, XXXk+1 ∈ CRl
k+1

得到该子优化问题的分区 Ψk,l,λ,i, 最优值函数 Vk,l,λ,i. 若 k

= 0, 存储最优控制律 UUUk,l,λ,i;

步骤 8. i = i + 1, 重复步骤 7, 直到 i > s;

步骤 9. λ = λ+1,重复步骤 6和步骤 7,直到 λ > dl
k+1;

步骤 10. l = l + 1, 重复步骤 5∼ 7, 直到 l > vk+1;

步骤 11. 根据上文介绍的方法将 sdk+1 个子问题的解

依次进行比较, 得到以多面体上多重二次函数的形式存储的

最优值函数 Vk (XXXk), 相应的分区 CRl
k, l = 1, · · · , vk, 若 k

= 0, 存储 UUUk (XXXk);

步骤 12. k = k − 1, 重复步骤 4∼ 11, 直到 k < 0, 返回

CRl
0, l = 1, · · · , v0, UUU0 (XXX0), V0 (XXX0).

4 稳定性

在上一节中, 离线设计的显式控制律 (23) 可以将系统状

态驱动到最大正不变集. 在该正不变集内部, 采用局部状态

反馈控制律 (11) 使系统最终稳定. 下面给出系统稳定性结

果.

定理 1. 对于分段线性系统 (8), 在显式控制律 (23) 和

局部反馈控制律 (11) 的作用下, 如果优化问题 (10) 在 k 时

刻关于当前状态XXXk 是可行的, 那么, 优化问题在 k + 1 时刻

存在可行解, 且系统是闭环稳定的.

证明. 对于分段线性系统 (8), 由于优化问题关于当前

状态 XXXk 是可行的, 假设其对应的最优解为 ŨUU
∗
k = {UUU∗k|k ,

UUU∗k+1|k , · · · ,UUU∗k+L−1|k }. 在 k + 1 时刻, 构造一组解 ŨUUk+1

= {UUU∗k+1|k , · · · ,UUU∗k+L−1|k , KiXXXk+L}. 因为 UUU∗k+1|k , · · · ,
UUU∗k+L−1|k 是 k 时刻的可行解, 显然, 它们在 k + 1 时刻

可行且满足优化问题 (10) 的约束条件. 同时, XXXk+1 可以经

过 L − 1 步被驱动到 Xf , 即XXXk+L ∈ Xf . 综上, 由最大正

不变集的定义可知约束条件 Umin ≤ KiXXXk+L ≤ Umax, i =

1, · · · , s, XXXk+L ∈ Xf 和XXXk+L ∈ X̄ 均可满足. 那么, 优化

问题 (10) 在 k + 1 时刻是可行的.

定义优化问题 (10) 的最优目标函数值为 Lyapunov 函

数:

V (XXXk) = J∗(XXXk) =

min
UUU

k+L−1∑

i=k

{‖XXXi‖2Q + ‖UUU i‖2R}+ ‖XXXk+L‖2P } (24)

设 ŨUU
∗
k+1 是 k + 1 时刻的最优解. 那么, 对应于 ŨUU

∗
k, ŨUUk+1

和 ŨUU
∗
k+1 的目标值函数值分别为 J∗(XXXk), J(XXXk+1) 和

J∗(XXXk+1). 根据最优性原理有:

∆V = V (XXXk+1)− V (XXXk) ≤
J(XXXk+1)− J∗(XXXk) =

−XXXT
k QXXXk −UUUT

k RUUUk + XXXT
k+L+1PXXXk+L+1 −

XXXT
k+L(P −Q)XXXk+L + UUUT

k+LRUUUk+L (25)

由于式 (25) 中的前两项始终为负, 且 P 和Ki 满足线性矩阵

不等式 (14), 显然 ∆V < 0, 闭环系统稳定. ¤

5 数值仿真

对于分段线性系统, 考虑状态采样周期为 Ts = 0.4 s, 输

入更新周期为 T = 0.1 s. 以 T = 0.1 s 离散化, 得到状态空间

模型为

xxx(k + 1) =





[
0.35 −0.6062

0.6062 0.35

]
xxx(k) +

[
0

1

]
uuu(k),

[
1 0

]
xxx(k) ≥ 0

[
0.35 0.6062

−0.6062 0.35

]
xxx(k) +

[
0

1

]
uuu(k),

[
1 0

]
xxx(k) < 0

其中, xxx(k) ∈ [−5, 5] × [−5, 5], −1 ≤ uuu(k) ≤ 1. 将以上模

型以 T = 0.4 s 进行提升, 对于提升后模型对应的优化问题,

令优化时域 L = 3, 状态和输入加权矩阵分别为 0.7I2×2 和

0.3I4×4.

利用线性矩阵不等式 (14) 解得终端加权矩阵和局部状

态反馈增益分别为

P =

[
1.2541 8.0997× 10−19

8.0997× 10−19 1.2590

]
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K1 =




−0.0533 −0.0215

−0.1164 0.1004

−0.0575 0.1873

0.1554 0.0627




, K2 =




0.0533 −0.0215

0.1164 0.1004

0.0575 0.1873

−0.1554 0.0627




求解各级优化问题,得到多速率系统最优控制律为UUU∗0 =

F l
0XXX0 + Gl

0, XXX0 ∈ CRl
0, 对应的状态分区如图 1 所示.

图 1 多速率系统最终分区, 数目为 171

Fig. 1 171 critical regions of multi-rate system

设初始状态为 xxx = [4 − 3]T, 对以上分段线性系统采

用多速率控制策略, 在线搜索各 kTs 时刻状态所在分区, 计

算对应的显式控制律 UUUk = [uuu(kT )T uuu((k + 1)T )T uuu((k +

2)T )T uuu((k+3)T )T]T,并在各输入更新时刻,即 kT , (k+1)T ,

(k + 2)T 和 (k + 3)T , 实施到系统中. 当系统状态变量进入

到最大正不变集内部后, 则采用固定的状态反馈控制律, 相

应的控制律如图 2 所示. 图 3 为系统的状态轨迹, 图 4 为系

统的终端不变集和状态轨迹的局部放大图, 可以看出系统状

态进入终端不变集后趋于稳定. 为了进一步说明多速率控制

的效果, 将本文提出的多速率预测控制方法与状态采样周期

为 Ts = 0.4 s 而输入更新周期在 0.4 s 内不发生变化的控制

方式进行了比较. 两种不同控制方式对应的状态演化轨迹如

图 5 所示. 从图中可以看出, 控制输入在慢采样周期内变化

的多速率的控制效果比控制输入在慢采样周期内不变化的控

制效果要好.

图 2 多速率系统控制输入

Fig. 2 Control input of multi-rate system

6 结论

本文针对多速率分段线性系统, 提出了基于动态规划原

理、多参数规划方法以及不变集理论的保性能显式预测控制

方法, 该方法不但保证了系统的稳定性, 还大大减小了最优

控制律的在线计算时间, 从而满足多速率分段线性系统对输

入快速更新的要求.

图 3 多速率系统状态轨迹

Fig. 3 State trajectories of multi-rate system

图 4 多速率系统状态轨迹局部

Fig. 4 Detail view of state trajectories for multi-rate system

图 5 状态演化轨迹

Fig. 5 State trajectories
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